Summary 1 – Part 3
Résolution symbolique, résolution numérique d’équations et de systèmes d’équations 
Rappels et compléments en équations différentielles

2- Fixed Point Method and Newton’s Method
Let's start with a scalar equation of the type g(x) = x to introduce the Banach contraction principle.

2.1  Theorem  Let g a continuous function on the closed interval I, such that g(x)  I  x I .
a)  Then g has (at least) one fixed point r, i.e.  r  I such that g(r) = r.  


b)  Suppose further that g is derivable on the interior of I and that there exists a constant K such that g(x) K < 1 x I.  Then the equation g(x) = x has a unique solution in I.  Moreover, the sequence of successive approximations defined by converges to this solution, regardless of the initial point .
(La raison pour laquelle on parle de « contraction », c’est que, par le théorème de la valeur moyenne, on a, si x et y  I, qu’il existe un nombre z entre x et y tel que g(x) – g(y) = g(z)(x – y), d’où, 
g(x) – g(y)  Kx – y.  Comme K est inférieur à 1, cela signifie que g « rapproche » les points, donc g est une « contraction »).
Preuve : a)  en esquissant un graphe, on « prouve » la partie a) puisque si I = a, b et si g(a) = a et/ou si g(b) = b, on a déjà (au moins) un point fixe.  Puisque l’image de I est contenue dans I par hypothèse, alors si g(a) > a et si g(b) < b, alors la continuité de g (ou le théorème de la valeur intermédiaire appliqué à la fonction h(x) = x – g(x)) donne le résultat.
b)  Pour l’unicité, notons que si l’on a 2 points fixes, disons x et y, alors le théorème de la valeur moyenne implique l’existence d’un z entre x et y tel que g(x) – g(y) = g(z)(x – y).  Ainsi





d’où  .  Mais 1 – K > 0, de sorte que x = y.  Passons à l’existence.  Notez que si l’on définit une suite par   où  est quelconque, alors cette suite est bien définie puisque l’image de g reste dans I.  De plus, si cette suite converge vers un nombre r disons, alors ce nombre est forcément un point fixe de g.  En effet, par 2 théorèmes d’analyse, la limite d’une suite convergente d’éléments d’un intervalle fermé appartient à cet intervalle et une fonction continue « transporte » les suites convergentes, donc





Il reste donc à démontrer que la suite, définie par , converge.  On note que .  Par conséquent, la suite   convergera si et seulement si la série  converge.  Pour démontrer cela, c’est l’hypothèse de contraction qu’on applique et la « bonne vieille » série géométrique.  En effet :






.
.
.





Puisque K < 1, la série géométrique converge et le critère de comparaison implique la convergence de la série .  Et la converge absolue impliquant la convergence, la preuve est terminée.  


2.2  Exemples Plusieurs détails seront donnés en classe pour les exemples qui suivent.






 2.2.1 L’équation  est facile à résoudre puisqu’équivalente à   Avec  et  ça convergera vers .





 2.2.2  L’équation  possède 3 racines rélles et distinctes (nous avons montré comment les trouver en mode exact en 1.6) , dont l’une est située entre 1 et 2.  On verra que  ou  ne fonctionnent pas mais que  fonctionne (autrement dit que cette fonction satisfait les hypothèses du théorème 2.1b) et on trouve 1.53209). 





 2.2.3  L’équation  possède une solution entre 0 et .  Mais  ne fonctionne pas tandis que fonctionne (on trouve 1.02987).  Nous illustrons ici avec Derive et sa fonction FIXED_POINT(f, x, x0, n) qui itère f(x), partant de x0, n fois, donnant, une fois simplifié ou mieux, approximé, un vecteur à n + 1 composantes. 
[image: ]


Le lecteur intéressé verra à utiliser le système de son choix et/ou à programmer lui-même ces différentes méthodes.  Utilisée entre 1999 et 2011 à l’ÉTS, les calculatrices symboliques TI-89 Titanium ou Voyage 200 de la compagnie Texas Instruments montraient déjà (figure 2.1) comment on s’en sort très bien quand on peut mettre en mémoire des fonctions et les rappeler facilement : 

[image: ]	[image: ]
Figure 2.1
 
On peut aussi visualiser le fait que g(x) = 2 cos x ne fonctionne pas : ici avec Nspire CX CAS.


[image: ]
Figure 2.2

Les fonctions « fixed_point » et « newton » sont incluses dans la librairie kit_ets_mb :

[image: ]
Figure 2.3


2.3  Remarque et rappel   Rappelons la formule de Taylor pour les fonctions d’une variable :  si f est une fonction dérivable jusqu’à l’ordre n + 1 dans un intervalle ouvert I contenant le point a, alors pour chaque x  I, on a 





où le reste (l’erreur)  est calculé par   pour un c entre x et a.  
En effet, en posant 






on vérifie aisément que g satisfait le théorème de Rolle (g(a) = g(x) = 0).  Donc, il existe un nombre 
c entre a et x tel que .  Mais , et il suffit de poser  et de résoudre.




2.4  Théorème  (Méthode de Newton et vitesse de convergence)  Soit f une fonction admettant une dérivée seconde continue sur l’intervalle I et possédant un zéro r à l’intérieur de I, donc f(r) = 0.  Supposons qu’il existe des nombres positifs m et M tels que  sur I.  
Si   I est suffisamment proche de r  , disons , si 

(1)              
alors on a 


 et  .


Preuve :   la formule de Taylor implique qu’il existe un nombre c entre et r tel que




Puisque, on obtient .



Montrons, par récurrence sur n, qu’on a  .  Si n = 1, c’est vrai puisque    Supposons que c’est vrai pour n = k, donc supposons que    Montrons que c’est vrai pour n = k + 1.  On a  





 et la récurrence est terminée.  Ainsi, en choisissant , on a , ce qui termine la preuve.  
2.5  Exemples (détails en classe) :   puisque la méthode de Newton consiste à itérer la fonction

 
on retrouve encore cette méthode programmée dans Derive.  L’exemple 2.2.3 de tantôt donne ceci lorsqu’on approxime la fonction NEWTON(f, x, x0, n) où f(x) = 0. 
[image: ]
Figure 2.4

Et nous avons « exporté » cette fonction vers Nspire :

[image: ]
Figure 2.5

Les méthodes du point fixe et de Newton s’étendent aux systèmes d’équations et des logiciels de calcul possèdent déjà des fonctions programmées pour les exécuter (évidemment, les preuves de ces résultats font intervenir des normes de matrices jacobiennes).  Ainsi, si l’on cherche à résoudre le système d’équations (système non linéaire et très souvent non polynomial) donné par 



et si l’on veut appliquer la méthode de Newton, on devra itérer le vecteur où  





en partant d’un point de départ xo.  Ici la matrice J est la matrice jacobienne du système.  Évidemment, une implémentation va remplacer le calcul de par une réduction de Gauss-Jordan de la matrice augmentée dont on extraira la dernière colonne en ayant eu soin d’insérer le point avant la réduction!  Nous allons illustrer en classe avec les systèmes suivants :


2.5.1	





Notons que ce système est résoluble analytiquement et qu’il possède 8 solutions réelles dont 2 faciles à trouver par inspection.  Il est particulièrement intéressant de faire ici un lien avec le calcul à plusieurs variables.  Les 2 cylindres paraboliques  se rencontrent le long d’une courbe qui consiste en deux paraboles et on vérifiera que ,   en sont des paramétrisations.  En portant dans l’équation de la troisième surface, on obtient l’équation  dont les solutions sont   Cela procure les 8 solutions!  Voici une illustration des 2 paraboles provenant de l’intersection des 2 premiers cylindres :

[image: ]		[image: ]
Figure 2.6

Voici les 2 paraboles « frappant » le troisième cylindre, à savoir (chacune des 2 paraboles rencontre le cylindre 4 fois) :
[image: ]
Figure 2.7

Quant au fait que ce système polynomial possède bien 8 solutions, cela est démontrable mathématiquement :  les logiciels de calcul symbolique sont munis de fonctions genre « base de Gröbner » qui réduisent un système polynomial en un autre équivalent, mais dont la particularité est de contenir une équation à une seule inconnue.  On peut donc y appliquer le théorème fondamental de l’algèbre et, ensuite, substituer dans les autres équations. Cela permet de savoir le nombre exact de solutions.  Dans l’exemple qui nous intéresse, regardons ce que Derive 6 donne.  Sa fonction «solutions » donne les 8 solutions sous forme matricielle :


[image: ]

Figure 2.8
Et sa fonction « groebner_basis » permet de voir qu’il y a exactement 6 valeurs différentes de z (mais en substituant chacune d’elles, 8 valeurs sont générées pour x et y) :  
[image: ]

Figure 2.9


2.5.2	
Le système précédent est réductible à une seule équation à une inconnue mais il doit être nécessairement résolu numériquement et possède une infinité de solutions comme le lecteur pourra le vérifier.

2.5.3   Voici une séance de Derive pour le système 


Ici, la fonction exécutant la méthode de Newton requiert une notation vectorielle :  dans Derive, on écrit et approxime NEWTONS(f, x, x0, n) où f est le vecteur des expressions à annuler, x est le vecteur des variables, x0 est le vecteur du point de départ et n le nombre entier d’itérations.  Pour avoir une idée de point de départ, nous traçons, dans une même fenêtre, chacune des 2 courbes définies par les équations ci-haut :  la courbe #8 est celle en rouge.  Cela est prévisible analytiquement puisqu’il est impossible que x = 0 dans cette équation...! 
[image: ] 
[image: ]
[image: ]
Figure 2.10
On peut aussi faire cet exemple avec Nspire et produire encore le graphe des courbes puisque du graphisme implicite 2D n’est pas vraiment requis.  
En effet, il est possible de résoudre pour x la première équation, ce qui donne deux branches et faire de même pour y dans la seconde équation, donnant aussi deux branches :  la figure 2.11 montre le travail et l’utilisation de la fonction Newtons2 de la librairie kit_est_mb.  Notez que le solveur de Nspire, sans point de départ, trouve la solution située dans le quatrième quadrant.  Et en lui donnant un point de départ « adéquat », le solveur trouve bien la solution située dans le premier quadrant.



[image: ]
Figure 2.11
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