Wie lang ist der kürzeste Weg?
Hemmes mathematische Rätsel: Wie lang ist der kürzeste Weg? - Spektrum der Wissenschaft
[image: ]
„Auf einem Kegel, dessen kreisförmige Grundfläche einen Durchmesser d von 10 Zentimeter und dessen Flanke eine Länge s von 20 Zentimeter hat, sitzt auf halber Länge der Flanke eine Spinne. Sie krabbelt einmal um den Kegel herum und gelangt wieder zu ihrem Ausgangspunkt zurück. 
Dabei muss ihr Abstand von der Kegelspitze nicht unbedingt immer gleich bleiben. Zufällig hat sie den kürzest möglichen Weg genommen.“ 
a) Wie lang ist dieser Weg?
b) Bestimme den minimalen Abstand von der Kegelspitze zum Weg s der Spinne!
c) Ermittle die Raumkurve der Spinne!

Lösungen:
Wickelt man die Mantelfläche eines Kegels ab, entsteht ein Kreisausschnitt.

Die Bogenlänge des Kreisausschnitts lb ergibt sich zu  bei einem Radius r = 20.


[image: ]Daraus ergibt sich der Winkel α des Kreisausschnittes aus  zu 
Eine Zeichnung zu den Fragestellungen
Zu a)
Der kürzeste Weg wS der Spinne ist die Gerade und ergibt sich zu


Zu b)

 ergibt sich zu





[image: ]In  steckt ein kleines Extremalproblem.
Mit 


 
Wie es auch zu erwarten war!

Die minimale Entfernung beträgt also  von der Kegelspitze zur Bahn der Spinne.
Der dazugehörige Raumpunkt wird später ermittelt.

Zu c)

C liegt auf dem Grundkreis des Kegels:	 


Der Kegel hat eine Höhe  von  mit Punkt 
Die Mantellinie des Kegels lässt sich also beschreiben als

 mit dem Richtungsvektor r



Der Punkt T auf dem Weg der Spinne 	




[image: ]pT(u) ist dann die Gleichung der Raumkurve mit dem Parameter u, dargestellt rechts.
Hervorgehoben auf der Raumkurve sind die Punkte 
P1 für u = 0




P2 für 




P3 für 


P3 ist der Raumpunkt mit dem geringsten Abstand zur Kegelspitze (siehe b)).
[image: ]Zusatzaufgabe
Nun soll das Problem betrachtet werden mit allgemeinem d und s.
Hier gilt entsprechend: 


Den Weg der Spinne erhält man aus dem rechtwinkligen Dreieck SAP:




ergibt sich aus 


 
Außerdem gilt:


  
Für den kürzesten Weg erhält man damit

 



Mit  erhält man 		

Der Weg der Spinne um den Kegel




		    
Der Punkt C auf dem Grundkreis




 mit 
Der Punkt T in Abhängigkeit von u, d und s




Die fertige Raumkurve:


[bookmark: _Hlk121674866]  mit 

Einige Variationen

[image: Ein Bild, das Text enthält.

Automatisch generierte Beschreibung]
[image: ]
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	Wolfgang Alvermann	1



image2.wmf
b

l10

=×p


oleObject45.bin

image48.wmf
d

0u

s

p×

££


oleObject46.bin

image49.png




image50.png




image51.png




oleObject1.bin

image3.png




image4.wmf
)

b

ls

=×a


oleObject2.bin

image5.wmf
µ

2

p

a=


oleObject3.bin

image6.wmf
S

w102

=×


oleObject4.bin

image7.wmf
SA


oleObject5.bin

image8.wmf
SA52

=×®


oleObject6.bin

image9.wmf
(

)

52

STsu

cosu

4

×

==

p

æö

-

ç÷

èø


oleObject7.bin

image10.png
<V




image11.wmf
52

s(u)

cosu

4

×

=

p

æö

-

ç÷

èø


oleObject8.bin

image12.wmf
(

)

(

)

2

sinu

4

su52

cosu

4

su0

ü

p

æö

-

ç÷

ï

èø

ï

¢

=-××

ï

p

æö

®

ý

-

ç÷

ï

èø

ï

¢

=

ï

þ


oleObject9.bin

image13.wmf
u

4

p

=


oleObject10.bin

image14.wmf
s52

=×


oleObject11.bin

image15.wmf
(

)

(

)

(

)

C5cos4u,5sin4u,0  mit  0u

2

p

=××££


oleObject12.bin

image16.wmf
h515

=×


oleObject13.bin

image17.wmf
S0,0,515

éù

=×

ëû


oleObject14.bin

image18.wmf
(

)

(

)

ml0,0,515t5cos4u,5sin4u,515

éùéù

=×+×××-×

ëûëû


oleObject15.bin

image19.wmf
(

)

(

)

r5cos4u,5sin4u,515

éù

=××-×

ëû

r


oleObject16.bin

image20.wmf
r

pT(u)0,0,515s

r

éù

=×+×®

ëû

r


oleObject17.bin

image21.wmf
(

)

(

)

(

)

5cos4u,5sin4u,515

52

pTu0,0,515

400

cosu

4

éù

××-×

×

ëû

éù

=×+×

ëû

p

æö

-

ç÷

èø


oleObject18.bin

image22.wmf
(

)

(

)

(

)

2cos4u2sin4u

152

pTu,,515

sinusinu16sinu

444

éù

êú

××

×

êú

=×-

ppp

æöæöæö

êú

++×+

ç÷ç÷ç÷

êú

èøèøèø

ëû


oleObject19.bin

image23.png




image24.wmf
1

55

P/0/15

22

æö

=

ç÷

èø


oleObject20.bin

image25.wmf
u

8

p

=


oleObject21.bin

image26.wmf
(

)

2

55

P0/22/15222

22

æö

=-××--

ç÷

èø


oleObject22.bin

image27.wmf
u

4

p

=


oleObject23.bin

image28.wmf
(

)

3

55

P2/0/1542

44

æö

=-×-

ç÷

èø


oleObject24.bin

image29.png




image30.wmf
)

d

s

a=p×


oleObject25.bin

image31.wmf
)

1

ws

1

2

sin

1

2

s

2

æö

=a®

ç÷

èø


oleObject26.bin

image32.wmf
)

1

wsssin

2

æö

=×a

ç÷

èø


oleObject27.bin

image33.wmf
SA


oleObject28.bin

image34.wmf
)

SA

cos

1

2

s

2

æö

a

=®

ç÷

ç÷

èø


oleObject29.bin

image35.wmf
)

1

SAscos

22

æö

a

=×

ç÷

ç÷

èø


oleObject30.bin

image36.wmf
cos

2

1

cos

22

cos

2

SA

u

ST

s

ST

u

a

a

a

ü

æö

=-

ï

ç÷

èø

ï

ï

æö

®

ý

×

ç÷

èø

ï

=

ï

æö

-

ï

ç÷

èø

þ


oleObject31.bin

image37.wmf
(

)

cos

2

2cos

2

s

STu

u

a

a

æö

×

ç÷

èø

=

æö

×-

ç÷

èø


oleObject32.bin

image38.wmf
(

)

2

sin

1

2

cos

22

cos

2

STus

u

a

a

a

æö

ç÷

æö

¢

èø

=×

ç÷

æö

èø

-

ç÷

èø


oleObject33.bin

image39.wmf
(

)

0

STu

¢

=


oleObject34.bin

image40.wmf
2

u

a

=


oleObject35.bin

image41.wmf
cos

222

s

ST

aa

æöæö

=×

ç÷ç÷

èøèø


oleObject36.bin

oleObject37.bin

image42.wmf
2

2

2

     

4

sd

nhs

d

==-


oleObject38.bin

oleObject39.bin

image1.png




oleObject40.bin

image43.wmf
(

)

(

)

cos/sin/0

22

dd

Cnunu

æö

=××××

ç÷

èø


oleObject41.bin

image44.wmf
22

cos/sin/0

22

dsds

Cuu

dd

æö

æöæö

=××××

ç÷

ç÷ç÷

èøèø

èø


oleObject42.bin

image45.wmf
0

d

u

s

p

×

££


oleObject43.bin

image46.wmf
(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

cos

2

00

cos

21

2

,,0,,0sin

2

2cos

2

4

4

ds

u

d

s

CSds

pTudsSTupTudsu

ds

CS

u

h

d

s

d

s

a

a

æö

æö

æö

×

ç÷

ç÷

èø

ç÷

æö

ç÷

æö

×

ç÷

ç÷

ç÷

æö

ç÷

èø

ç÷

=+×®=+×××

ç÷

ç÷

ç÷

æö

ç÷

èø

ç÷

ç÷

×-

ç÷

ç÷

èø

ç÷

èø

-

ç÷

ç÷

--

èø

ç÷

èø

uuur

uuur


oleObject44.bin

image47.wmf
(

)

2

2

2

coscos

2

4cos

2

2

cossin

2

,,

4cos

2

cos

2

1

4

2cos

2

æö

×

æöæö

×××

ç÷

ç÷ç÷

èøèø

ç÷

ç÷

×

æö

×-

ç÷

ç÷

èø

ç÷

ç÷

×

æöæö

×××

ç÷

ç÷ç÷

èøèø

ç÷

=

×

æö

ç÷

×-

ç÷

ç÷

èø

ç÷

ç÷

æö

×

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

ç÷

-×-

×

æö

ç÷

ç÷

×-

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

ds

du

sd

d

u

s

ds

du

sd

pTuds

d

u

s

d

d

s

s

d

u

s

p

q

p

p

p

p


