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Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Lernpfad: Einfihrung — Koordinatensystem und
geometrische Grundbegriffe

6. Schulstufe

Autoren/innen: Anita Dorfmayr, Walter Klinger

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Da die Geometrie in der 6. Schulstufe einen Schwerpunkt darstellt, erscheint der Einsatz eines
Dynamischen Geometrieprogramms pédagogisch — didaktisch wertvoll. Neben der
gesteigerten Motivation der Schuler/innen ermdglicht der Einsatz des Computers auch die
verstéarkte Selbsttatigkeit und das experimentelle Arbeiten der Schiiler/innen.

Der Einsatz eines Dynamischen Geometrieprogrammes fordert genaues und systematisches
Arbeiten. Der Einsatz von Konstruktionsprotokollen erzieht die Schiiler/innen zum genauen
Dokumentieren ihrer Arbeit und schult das Lesen / Verstehen mathematischer Anleitungen.

Speziell GeoGebra ermdglicht eine sehr friilhe Schulung elementarer Beziehungen zwischen
algebraischen und geometrischen Sichtweisen. Auch das Experimentieren mit Abhéngigkeiten
von Objekten und das Erleben der Auswirkungen von Veranderungen von Groéf3en sind erst
dadurch maoglich.

2. Didaktischer Kommentar

Mit diesem Lernpfad sollen neben einem ausfihrlichen Kennenlernen von GeoGebra
geometrische Grundbegriffe eingefiihrt und / oder gefestigt werden. Besonderes Augenmerk
wird auf die Beschreibung eines Konstruktionsvorgangs gelegt. Dabei werden
Konstruktionsprotokolle zuerst abgearbeitet und dann von den Schiiler/innen selbst erstellt.
Durch die Verwendung von Variablen sollen neue (abhangige) Objekte aus bestehenden
erzeugt werden. Die dynamische Veranderung von Objekten soll erlebt und durchgefiihrt
werden.

Kurzinformation

Schulstufe 6. Schulstufe

Dauer 5 - 6 Stunden

Unterrichtsfacher Mathematik

Verwendete Medien Dynamische Geometrie Software (DGS), Java Applets, Internet
Technische Voraussetzungen Java, Internet

Autoren Anita Dorfmayr, Walter Klinger

Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: GeoGebra (kostenlos von www.geogebra.at), Java
(kostenlos von www.java.com), Internet

o Vorwissen der Schilerlnnen: Geometrische Grundbegriffe aus der 1. Klasse
e Technisches Vorwissen der Schillerinnen: Elementarer Umgang mit dem Computer

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 1
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Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt Lernziel

Arbeiten mit Figuren  Geometrische Objekte selbst erzeugen und verbinden kénnen
Lage von Punkten mit Hilfe kartesischer Koordinaten beschreiben
kénnen (in allen 4 Quadranten)
Konstruieren von Konstruktionsprotokolle fur Figuren, die aus Kreisen und Vierecken
Figuren bestehen, abarbeiten und erzeugen kdnnen

aus bestehenden Objekten durch die Verwendung von Variablen neue
Arbeiten mit Variablen (abhéngige) Objekte erzeugen kénnen

dynamische Veranderungen und Abhangigkeiten erfassen kdnnen

Koordinatensystem

Didaktischer Hintergrund

Dieser Lernpfad versucht durch motivierende Beispiele geometrische Grundbegriffe und
deren Beziehungen zu festigen und dabei die wesentlichen F&higkeiten eines Dynamischen
Geometrie-Programms zu vermitteln. Die Schuler/innen sollen nach einer begleitenden
Einfihrung zu einem mdglichst hohen Grad von Selbsttatigkeit gefiihrt werden. Fir den
Transfer des neu Erlernten auf &hnliche Aufgabenstellungen soll ausreichend Zeit zur
Verfligung stehen.

Einsatz im Unterricht

Grundsatzlich ware fir ein effizientes Arbeiten pro Schiiler/Schilerin ein PC notwendig;
allerdings ist auch eine Partnerarbeit an einem Gerat bei entsprechender Abstimmung der
Lerngeschwindigkeiten der beiden Partner durchaus moglich. Einzelne Module kdnnen auch
ohne PC in der Klasse vorbereitet und / oder durchgefuhrt werden.

Dieser Lernpfad ist relativ streng sequentiell aufgebaut. Neben nétigen Lehrer-Inputs und
vielen verpflichtenden Modulen werden nur wenige zusatzliche Materialien angeboten.

Fur Schiler/innen wird ein Lernparcours angeboten. Fir Lehrer/innen zusatzlich noch
begleitende Informationen zu diesem Lernparcours.

Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch den Einsatz von interaktiven
Internetseiten und der Software GeoGebra das selbsttatige Lernen der Schiler/innen zu
fordern. Die neu gewonnenen Erkenntnisse sollen auch durch handisches Zeichnen im
traditionellen Sinn gefestigt werden (speziell bei Hauslibungen).

Lernmedien der Schiler/innen

Die Schiler arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Ihre Téatigkeiten und
Ergebnisse sollen sie meist auf Arbeitsblattern festhalten.

Leistungsbeurteilung

Nicht die Ergebnisse, sondern der Lernprozess, also der Grad der Selbsttétigkeit und die
Selbstorganisation, stehen im Zentrum. Die Evaluation erfolgt tiber eine Wiederholung mit
eingebautem Transfer.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 2
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Intuitiver Einstieg — GeoGebra

Reihenhaus
1. Offne das dynamische Arbeitsblatt in GeoGebra und vervolistandige das zweits Reihenhaus.
2. Feichne danach das dritte Reihenhaus fertig

3. For Profis: Zeichne noch gin viertes Reihenhaus.
Hinwals: Du musst etwas verandemn, damit du alle 4 Hauser sehen kannst.

Ofine GeoiGehra -

Du kannst werschiedene Farben venwenden (lasse nur das Dach und den Rauchfang gleich). E

Abbildung 1: Reihenhaus - Angabe

@ GeoGebra l: E' rg'

Datei Bearbeiten  Ansicht Einstellungen Fenster  Hilfe

A 4 .
AL e]4
_4 Freie Ohjekte X |~
O A=(4,-2)

A, =(4,6)

B=i{0,-2)

C={0,3)

D=(4,%

E = {0, 6}

F={-3,-2)

..... o F,=18,-2)

----- O 6=(3,0

..... 0 6,=83) W

L]
L
L
=

ABC
ks

i

A"

4 Abhangige Ohjekte
..... 0 B, =(2,45)

..... o €,=(1,3.79)

w

~ F =i? 5&)
mModus: Bewegen wow=1:1

(@) [erune |

Abbildung 2: Reihenhaus - Arbeiten mit GeoGebra
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Direkte Eingabe und Zusammenspiel von algebraischer und
geometrischer Darstellung — Koordinatensystem

N
" Medienvielfalt /’_'\
Arbeitsblatt: Roboter im Mathematikunterricht [

S oo

Offne GeoGebra und zeichne diesen Roboter. Zeichne dazu zuerst alle Punkte
ein und verbinde dann diese Punkte durch Strecken. Versuche dabei, einzelne
Punkte und Strecken auch direkt einzugeben, z.B.: B=(2.9) oder Strecke[A,B]
(wenn A und B bereits eingegeben sind).

(2,9)

. (4, 8)

/R o
(0, 6) : :
(-3, 5)

4 L

5 (2.2)

7

0 D O >

' 2 2 6 8

ha

(-0.5, -4.5)Z

Vervollstandige auf dem Arbeitsblatt die fehlenden Koordinaten (x,y) der Punkte
fur deinen Roboter (ohne Bezeichnungen).

Weitere Aufgaben:

¢ Lasse dir in GeoGebra die Werte der einzelnen Koordinaten anzeigen und
und kontrolliere so, ob du am Arbeitshlatt alle Koordinaten richtig
eingetragen hast.

* Blende am Ende alle Bezeichnungen von Punkten und Strecken aus.

* Male einzelne Teile an (Vielecke).

» Blende auch ,stérende” Punkte aus und belasse nur die Linien auf dem
Bildschirm.
So machst du das: Rechtsklick auf den Punkt oder die stérende Linie, dann
Objekt anzeigen weghaken

Abbildung 3: Roboter — Arbeitsblatt

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 4
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0 12

Abbildung 4: Schilerarbeit - Roboter

Systematisches Arbeiten und Abhangigkeit von Objekten —
Konstruktionsprotokoll

Einfuhrung in systematisches Arbeiten mit Konstruktionsprotokollen
und Erkennen von Abhangigkeiten — Beispiel: Olympische Ringe

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 5
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Abhangigkeiten und Konstruktionsprotokolle
Olympische Ringe

1. Zeichne die Olympischen Ringe mit GeoGebra:

a) Blende das Algebra-Fenster und die Koordinatenachsen aus
(unter [Ansicht]).

b) Gib in der Eingabezeile den Radius ein: r=4

c) Zeichne folgende Punkte ein: A (5/8),B (11/8),C(17/8),D (8/4), E (13/4). Verwende
dazu die direkte Eingabe in der Eingabezeile, z.B. A= (5, 8)
VORSICHT: Achte genau darauf, wie die Eingabe der Koordinaten zu erfolgen hat!

d) Zeichne jetzt die Olympischen Ringe mit dem Werkzeug Kreis mit Mittelpunkt und Radius.

e) Jetzt musst du die Kreise nur noch richtig einfirben und die Mittelpunkte ausblenden.
Verwende dazu das Eigenschaftsfenster (rechter Mausklick auf Objekt, ...).

2. Blende das Algebra-Fenster durch [Ansicht][Algebrafenster] wieder ein! Verdndere die
Koordinaten der Punkte und den Radius mit dem Werkzeug Bewegen direkt im Algebra-Fenster
(Doppelklick).

a) Was passiert, wenn du die Koordinaten eines oder mehrerer Punkte veranderst?

b) Schaffst du es, die Olympischen Ringe ein Stiickchen nach rechts oder nach oben zu
verschieben? Wie?

c) Was passiert, wenn du den Radius vergréferst oder verkleinerst?

d) Schaffst du es, nur die unteren beiden Ringe etwas kleiner zu machen? Begriinde!

3. Unter [Ansicht] [Konstruktionsprotokoll] versteckt sich folgende Tabelle. Erklire, was diese
Tabelle bedeutet. ACHTUNG: Keine Sorge — du kannst hier noch ni‘cht alles verstehen.

Konstruktionsprotokoll |
Darel  ancicht  Hilfe
r. [Marne [Demnmion |aigenra
1 |Zahlr Y
2 [Funi A A= 3, B
I Kroist Krels mi Mitelounkn & und Radius o000 - )2 4+ (¢ - Bl = 16
4 |Punki B B =11, B)
5 kreisd Freis mit Mittelpunkt B und Radius v ok o - 1157 + &y - 8)* = 1§
€ |Punkt C C=(17.
7 |kreise Freis mit Wittelpurkt © und Fadius (2 (- 1702 + ty - 822 = 16
& Punki D 0= (8, #
13 Punkt E E-{13, 4
11 [Keeisg Freis mit Mittelpurkt E und Radius O e B LRl e
[ W[ « [y w [[ W |

4 Experimentiere mit den Pfeilen am unteren Rand des Konstruktionsprotokolls! Was kannst du
damit machen?

[ [« e [

5. BONUS: Was bedeuten die verschiedenen Farben der 5 Olympischen Ringe? Mache eine
Internetrecherche!

Abbildung 5: Olympische Ringe - Arbeitsblatt

Vertiefung in systematischem Arbeiten mit vorgegebenen
Konstruktionsprotokollen — Beispiel: Wunderblume

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 6
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Medienvielfzit

Arbeitsblatt: Wunderblume il i
X F L

1.FUhre alle Konstruktionsschritte aus, die im folgenden
Konstruktionsprotokoll gegeben sind! Welche Figur entsteht?

|W| Name | Definition | Algebra

1 [zahir r=4

2 [Punkt M M = (8.6, 8.4)

B_iKreis c |Kreis mit Mittelpunkt M und Radius ric: (x - 8.6)7 + (y - 8.4)2 = 16
;L_|Fl|| 1kt A ||Punkt auf c A= (7.63,6 4.52)

5_ Kreis d |Kreis mit Mittelpunkt A und Radius r [d: (x - 7.63)2 + (y - 4.52)2 = 16
6 |Punkt B |Schnittpunkt von d, c B =1(4.75,7.3)

6_|Funkt C ||schnittpunkt von d, ¢ C = (11.48, 5.62}

}'_|I(reis e |Kreis mit Mittelpunkt B und Radius r ie: (x-4.752 +({y-7.3)2 =16
8 [Punkt D[Schnittpunkt von c, e D = (7.63, 4.52)

|8_|Punkt E [Schnittpunkt von c, e E=(572,11.18)

9_ Kreisf |Kreis mit Mittelpunkt Eund Radiusr |f: (x - 5.72)2 4+ (y - 11.18)2 = 16
E Punkt F |Schnittpunkt von f, c F = (4.75,7.3)

10 |Punkt G |Schnittpunkt von f, ¢ G = (9.57, 12.28)

11 |Kreis g |Kreis mit Mittelpunkt G und Radius r|g: (x - 9.57)2 + (y - 12.28)% = 16
E Punkt H|Schnittpunkt von ¢, g H =(572,11.18)

F|Punkt | |Schnittpunkt von ¢, g | =(12.45, 9.5)

13 ‘Kreis h iKreis mit Mittelpunkt | und Radius r |h: (x - 12.45)? + (y - 9.5)2 = 16

14 |Kreis k |Kreis mit Mittelpunkt C und Radius r k: (x - 11.48)% + (y - 5.62)2 = 16

2.0Offne das Dynamische Arbeitsblatt und blende die Navigationsleiste ein.
Du findest sie direkt unter dem Geometrie-Fenster.

‘ b H ﬂ\l?,’ldr‘ » H M ‘ ‘ b Abspielen ‘_2@‘591:

surichan ein Schritt ein Schritt Konstruktionsprotokoll
den Start zuriick weiter einblenden

Blende dann das Konstruktionsprotokoll ein und gehe schrittweise durch
die Konstruktion. Vergleiche mit deiner Lésung. Hast du alles richtig
gemacht?

3.Gestalte deine Konstruktion farbig.

4 BONUS: Verbinde alle Punkte, die auf dem inneren Kreis liegen! Welche
Figur entsteht?

Abbildung 6: Wunderblume - Arbeitsblatt

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 7
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Wunderblume - Konstruktionsprotokoll

Verwende die Pleiltasten unter dem Geometrie-Fenster und gehe schritbweise durch die Konstruktion.

_i Freie Objekte &

e @ B =(7.63,4.52) 195
@ M=(8.6,8.4)
D=4

i Abhangige Objeke
3 B=(4.75,7.3) 1]
L@ C=(11.48,5.62)
-0 D=(7.63,4.52)
- @ E={5.72,11.18)
@ F=(4.75,7.3) 1
# G=(9.57,12.28)
-0 H=(6.72,11.18)
1

={12.45,9.5)

T(X- 8.6 +{y-8.47 =16

s {x- 7.63F +(¥- 152 =16
; (- AFEP (- 73F =16
Fo @ (R -5.727 + iy - 11.18F = 16 a
co 3 (R - 9.57F + (¥ - 12,287 = 16
S (- 12458 +{y - 9.58 = 16
Lo (D K {x - 11.48Y + {y - 5,628 = 16
|| Hilfsohjekte =R

[ W[ o Jrana[ w J[ M ] [ » avspieen |[ 12]sec

Abbildung 7: Wunderblume — Ldsung

4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen flr Schiler/innen

Fur die Schiler/innen wurde ein ,,Lernparcours® entwickelt (siehe Abbildung 8 bis 10). Dieser
Arbeitsplan gibt einen Uberblick tiber den Lernpfad (Pflicht- und Wahlaufgaben), beinhaltet
Informationen Uber die Aktivitat der Schiler/innen, Arbeitsauftrdge und Sozialform, sowie
die Art der Kontrollméglichkeiten.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 8
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N
Medienvielfall ™,

im Mathematikunterricht

LW

Kursive Anleitungen

Lernparcours

p o Einflihrung — Koordinatensystem und Geometrische Grundbegriffe

Dein Lehrer / deine Lehrerin sagt dir, wie's geht __.

Nr. | Titel Aktivitdt |Schiilerzahl | Arbeitsauftrag / Lerninhalte P/N/W | Kontrol
le
Kennenlernen von Bedienung von GeoGebra: Fenster, fcons
LA ; Input -
GeoGebra Werkzeuge kennen lernen: Punkt, Strecke, Vieleck
: '@' © oder Arbeitsblatt: Fuhre die Anleitung durch und verwende das Selbst-
1 [Rehenhaus ™ © Eigenschafts-Fenster (rechter Mausclick). P kontrolle
S
LB | Koordinatensystem ﬁ Besprechung: Ursprung, Koordinatenachsen, Quadranten Input -
Direkte Eingabe Arbeiten mit der Eingabezeile: Punkt A=(x,y) und Strecke[A,B]
LC |und Bewegen von W 3 Meglichkeiten des Bewegens von Objekten: Input -
Objekten . Bewegen-Modus, Algebra-Fenster, direkte Eingabe
& : : ; :
5 |Roboter G & @ oder Arbeitsblatt: Fuhre die Anleitung durch und vervolistédndige auf p Selbst-
e © dem Arbeitsblatt die fehlenden Koordinaten der Punkte. kontrolle
S
Sahara & Arbeitsblatt: Fithre die Anleitung durch. .
3 @ g und Welches Forscherteam ist den kiirzesten Weg gegangen? P annﬂt(?jlre
- S Vergleiche mit einem Partner / einer Partnerin.
4 Winkel am y @ oder Lade das dynamische Arbeitsblatt und bearbeite die W Selbst-
Ziffernblatt = @ © Aufgabenstellung. kontrolle
S
Abbildung 8: Lernparcours fiir Schiler/innen - Seite 1
VAT Lernparcours ad p
i Mathematikunterricht T~ »
s ¥ . . . . . T
™ - Einfiihrung — Koordinatensystem und Geometrische Grundbegriffe
. ’ C} !J! © oder Arbeitsblatt: Konstruiere die Olympischen Ringe! Selbst-
o |Olympische Ringe ;,;é‘ © © Was verbirgt sich hinter einem Konstruktionsprotokoll? P kontrolle
S
Arbeitsblat‘t: Fuhrt die Konstruktionsschritte aus und —
6 |Wunderblume (i_\] ';@f @\__/@ kontrolliert! N koitrgll_e
o Tipp: Verwendet dieses Werkzeug: >(
7 Rechteck und @' rd @ und Arbeitsblatt: Fuhre die Anweisungen aus. Vergleiche dein p Partner-
Quadrat < 0 © Konstruktionsprotokoll mit einem Partner / einer Partnerin. kontrolle
&) und Arbeitsblatt: Baue deine eigene Uhr an Hand des Selbst-
& |Ubrmacher O © Konstruktionsprotokolls. 3 kontrolle
S—
Konstruiere ein Quadrat ABCD [A (-3/-1), s =5 E] und
) o zeichne jenen Kreis ein, auf dem alle 4 Eckpunkte des Lehrer-
9 |Kann ich das? E: () g © Quadrates liegen. P | kontrolle
Schreibe selbst auf einem Blatt ein Konstruktionsprotokoll.
4
. L . . Verwende deine Konstruktion aus Aufgabe 9. Konstruiere ein Lehrer-
1) B el Bl Reag? @ @ @ Quadrat, welches den Kreis von aufen berihrt. N kontrolle

Abbildung 9: Lernparcours fiir Schiiler/innen - Seite 2

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 9




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

FATINEN Lernparcours B

im Mathematikunterrichi

o A Einflihrung — Koordinatensystem und Geometrische Grundbegriffe

Erkldrung der Abkiirzungen und Symbole

N fiir Profis: Hebe dein Niveau!
P Pflicht
w Wiederholung
&% Schreiben 'E Lehrer-Input
O GeoGebra w gesamte Klasse
@ Dynamisches Arbeitsblatt aufrufen © Einzelarbeit
ﬁf Internet-Recherche @v© Partnerarbeit
{Q schwierig

Abbildung 10: Lernparcours fur Schiler/innen - Seite 3

Anleitungen fur Lehrer/innen
Diese Zusatzinformationen fur Lehrer/innen (siehe Abbildungen 11 und 12) sollen den Ablauf
des Unterrichtsprojektes unterstitzen.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 10
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FATISEN Zusatzinformationen zum Lernparcours pd B

i Mathematikunterricht "=~

b ~ Einflihrung — Koordinatensystem und Geometrische Grundbegriffe

Kursive Anleitung Lehrerinnen-Input notig
Nr. | Titel Zusatzinformation
LA Resmcnle i von Vorschlag siehe Beilage und Skriptum

GeoGebra

Die Schiler werden dazu angehalten, selbsttétig ihre Versuche Punkte, Strecken, Vielecke durchzufithren.
Hilfestellungen sind moglicherweise bei dem Werkzeug Vielecke notig (oft wird das Schliefen der
Punktkette vergessen).

Hier sollte man zum ersten Mal das Eigenschaftsfenster 6ffnen und die Beschriftung bei einzelnen Objekten

. ausschalten bzw. die Fillfarbe von Vielecken andern. Zwischendurch ist eine kurze Phase des Lehrerinputs
1 |Reihenhaus dazu giinstig.

Durch die unterschiedliche Arbeitsgeschwindigkeit werden nicht alle Schilerinnen und Schuler das 4.
Reihenhaus beginnen kénnen.

Hinweis: Um Platz fur weitere Reihenhauser zu schaffen, ist es nétig, das Koordinatensystem zu
verschieben und / oder die Skalierung zu verdndern.

Obwohl im Lehrplan der 2. Klasse nur der 1. Quadrant als Lernziel festgelegt ist, erscheint durch die

) Bendtzung von GeoGebra der natiirlichere Zugang zu allen 4 Quadranten sinnvoll.
I B | Koordinatensystem : : : .
Diese Besprechung und héndisch durchgefihrte Arbeitsauftrage kénnen auch in der Klasse durchgefiihrt

werden.
3 Mdglichkeiten des Bewegens von Objekten:
Direkte Eingabe 1) Bewegen-Modus
LC |und Bewegen von 2) im Algebra-Fenster durch Doppelclick (im Bewegen-NModus)
Objekten 3) direkte Eingabe, z.B. A = (3,-2.5) oder Strecke[A,B] (ACHTUNG: DezimalPUNKT und Trennstrich-
KOMMA)

Zum Vergleichen der Koordinaten wird im Eigenschaftsfenster die Maglichkeit fir die Bearbeitung mehrerer
Objekte vorgestellt (alle Beschriftungen ausblenden / anzeigen, verschiedene Arten der Beschriftung Wert /
2 | Roboter Name / Name und Wert).

Magliche Differenzierung: zusiétzliche Verschénerungs®-Auftriage

Abbildung 11: Zusatzinformation fiir Lehrer/innen - Seite 1

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 11
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Zusatzinformationen zum Lernparcours pd B

"
\-’ R Einflihrung — Koordinatensystem und Geometrische Grundbegriffe
Die Schiuler sollen dazu angehalten werden, die direkte Eingabe von Punkten und Strecken zu verwenden.
3 |Sahara Tipp: Um unerwiinschte Veranderungen des Anfangspunktes A zu verhindern, kénnte der Punkt A fixiert
werden (im Eigenschaftsfenster).
Winkel am . :
4 Ziffernblatt Wiederholung von Winkelarten, einfacher Umgang mit GeoGebra
Hier wird zum ersten Mal das Algebra-Fenster ausgeschaltet.
Hier wird zum ersten Mal das Konstruktionsprotokoll eingesehen und abgearbeitet.
5 | Olympische Ringe

WICHTIG: Bei diesem Beispiel soll der Unterschied zwischen freien und abhéngigen Objekten ausfuhrlich
thematisiert werden.

Die Form der Dokumentation der Internetrecherche erfordert eine zusatzliche Lehreranweisung.

Wunderblume

Hier wird zum ersten Mal das Konstruktionsprotokoll — noch dazu mit einem neuen Werkzeug (Kreis mit
festem Radius) — eingesetzt.

Manche Punkte auf Kreisen sind  bedingt” freie Objekte. Zur Unterscheidung von freien,  bedingt” freien und
abhéngigen Objekten ist ein Hinweis auf das Algebra-Fenster (farbliche Unterlegung) erforderlich.

WICHTIG: Hier mussen die Schilerlnnen erstmals das Werkzeug ,Schnitt zweier Objekte” X
verwenden. Eventuell ist hier ein kurzer Lehrerinnen-Input nétig.

Rechteck und

Neue Werkzeuge werden eingefiihrt: normale Gerade, ev. auch parallele Gerade; Kreis mit festem Radius

i Quadrat (fur jene Schilerinnen und Schiler, die die Wunderblume nicht gemacht haben)
Erstmals missen die Schilerinnen und Schiler Texte einfigen.
8 |Uhrmacher Neue Werkzeuge:
Strecke mit fester Lange (ACHTUNG: Im Konstruktionsprotokoll steht ,Punkt auf Kreis[A, 5.5])
Winkel: Im Eigenschaftsfenster muss eingegeben werden, dass ein erhabener Winkel zuldssig istl
Lernzielkontrolle: Hier wird einerseits Bekanntes (Konstruktion eines Quadrates) gefordert, andererseits
9 |Kann ich das? aber auch der Transfer auf Neues (Umkreis).
Zeitlimit vorgeben!
10 | Bin ich ein Profi? Diese Aufgabe ist schwer. Die Uberpriufung muss durch den Lehrer / die Lehrerin direkt am Computer

erfolgen (Ergebnis wirklich durch Zoomen oder Bewegen von Eckpunkten Uberpriifen).

Abbildung 12: Zusatzinformation fiir Lehrer/innen - Seite 2

Weitere Materialien

Da auch die Einfiihrung in die Handhabung des Dynamischen Geometrieprogrammes
GeoGebra Ziel dieses Lernpfades ist, wurde ein Kurzskriptum fur Schiler/innen sowie eine
Beilage zu diesem Skriptum fiir Lehrer/innen angeboten.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 12
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GeoGebra - Skriptum fur die 2. Klasse

+  Neu gezeichnete Objekte werden automatisch beschriftet. Es wird immer der ndchste Buchstabe im
Alphabet verwendet, z.B.: Punkte mit GroRbuchstaben (A,B,C...), Strecken und Geraden mit
Kleinbuchstaben (a.b,c....). Winkel mit griechischen Buchstaben (o, B, V....).

« Jede Tatigkeit kann rickgangig gemacht werden.

+ Koordinaten (z.B.: A=(1,2), ...), Ldngen (z.B.: a=9,...), Fldchen (z.B.: P=20,4,...), .... werden im
Algebra-Fenster automatisch eingetragen.

Icon Was wird damit gemacht? Direkte Eingabe:
.A Neuer Punkt z.B.: (2,3) oder A=(2,3)
" |Strecke zwischen zwei Punkten Stecke[A.B] Strecke zwischen A und B
//'/ Gerade durch zwei Punkte Gerade[A,.B] Gerade durch A und B
@ Kreis mit Mittelpunkt durch Punkt Kreis[M,X] Mittelpunkt M, Punkt X
@ Kreis mit Mittelpunkt und Radius Kreis[M.r] Mittelpunkt M, Radius r
-'."" \I-/f:iﬁ;; Anfangspunkt = Endpunkt 2.B.. VieleckiA B.C]

Bewegen von Objekten, Anderungen von Daten

im Algebrafenster (Doppelklick) 2B A G

Verschiebe Zeichenblatt

vergréRern
Beachte die Einheiten auf den Achsen!

verkleinern
Beachte die Einheiten auf den Achsen!

Schneide zwei Objekte

&
&
&
X Klicke nacheinander auf die beiden Objekte oder SEaneldels, o]
-
/
1
A
a @
L]
i

klicke ungefdhr auf den Schnittpunkt. Ergenays: alle Senhiplbie

Parallele Gerade

Senkrechte Gerade (Normale) Senkrechte[A,Gerade[B,C]]

Strecke mit fester Lange vom Punkt aus Strecke[A.r] Punkt A, Laénge r

Strahl durch zwei Punkte Strahl[F,A] Strahl mit Anfangspunkt F durch A

Winkel
(Schenkelpunkt — Scheitel — Schenkelpunkt der |Winkel[A,B,C] Winkel mit B als Scheitel
Reihe nach anklicken)

Winkel mit fester GréRe
* | (mit dem oder gegen den Uhrzeigersinn: Winkel[A.B, . ]

*~s | Punkt auf Scheitel, dann Schenkel anklicken, (gegen den Uhrzeigersinn)
dann GréBe mit,,*" angeben)

¢ | Mittelpunkt Mittelpunkt[A.B]  Mittelpunkt der Strecke AB

Abbildung 13: GeoGebra - Skriptum - Seite 1
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Zeichenblatt
Verandern von Eigenschaften | achsen |_\r
Koordinatengitter | Punkt F: Schnittpunkt venT, ¢

Mit Rechtsklick (auf ein Objekt bzw. auf das Zeichent v| | Polarkoordinaten

kénnen wichtige Optionen ausgeflhrt werden: TS - Cujeid o
- Standardansicht sich \ v Beschrifung anzeigen
ane

Standard
. Zoom__..--—"’"_-_-—-_ Spuran
| Hirfsobjekt
. . . . . . .
« Umdefinieren — Einsicht in die direkte Eingabe B Ergshemeie
+ Eigenschaften (z.B.: Farbe, Beschriftung. Fullung). 7 Léschen
DhJQIﬂD Elggnstnanen - Elganschaﬂen
ol ® Towetanzsoen Fave [m | Uber das Eigenschaftsfenster
i Feessrmunganzsaen [mame | | (Si€D@ liNks) kénnen auch Eigenschaften mehrerer Objekte
unl . g . - - o
Putk E [ — gleichzeitig verdndert werden. Markiere dazu die gewlinschten
e e Objekte nacheinander bei gedrlickter [STRG] — Taste (auf einer
srsckea - - englischen Tastatur: [CTRL] — Taste).
Srackza, S g N e
Stahlb 1 3 5 7 3 11 13
atrecke b Fullung
Strahlc
Zanid —_J_ - )
e i 0 % el 75 100
Sh’EtkDE1
Geradzf v OHiteobjait
(= ]2 ] [ Dysmsvoen ]

Im Menii Ansicht kann das Konstruktionsprotokoll eingesehen und die Konstruktion schrittweise
durchgefiihrt werden. Ein Konstruktionsprotokoll sieht etwa so aus:

[®] GeoGabra - skriptum, ggb =S
Datel Bearbeitan Ansicht Einstellungen Fenster Hilfe

. [@) Konstruktionsprotakoll |X]
: SL U G Strecke fester Lange 9|
| E Nt |Mame | Definition st Pkt B s

Punkt A
Funkt B
Strecke a
Punkt C Diese 3 Zeilen entstehen beim
Strahl b % Sirahl durch A, C :"' "~ —1Zeichnen des Winkels 0.
Winkel o S Wingelzwischen BAC _____a-"
PunkLD A gedreht um den Winkel 286° um 8
Winkel B Winkel zwischen D, B, A
Strahl ¢ Strahl durch B, D
Zahl o
Kreis e Kreis mit Mittelpunkt A und Radius d
PunktE Schnitipunkt von e, b
Geradef Gerade durch £ parallel zu a
Punkt F Schnitipunkt von 1, ¢

15 ViereckP ViereckA, B, F.E

15 Strecke a, StreckefA, B von Viereck P

15 Streckeb, Strecke[B, F] von Viereck P

15 Strecke f, Strecke[F, E] von Viereck P

15 Etr‘etl-ie 8, -Shecks[E, Al vonViereck P

Modus: Bewegen [(w ][« Jsns[m ][ M ] =151
l?)l Eingabe: ” T T T BT ~

Abbildung 14: GeoGebra - Skriptum - Seite 2
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weaners: . Einflihrung von GeoGebra
i Mathematikunterricht |
L% L

Kurzanleitung fiir Lehrerinnen

1. Skriptum austeilen und erkldren - zuerst nur die Icons in der Symbolleiste

vorstellen, ansehen.

. Aufklappfenster vorzeigen und selbst aufklappen lassen

. Algebrafenster und Geometriefenster besprechen

. Eingabe von Punkten ( Symmetrie — Quadranten) Koordinatensystem (Punkt mit

Werkzeug verindern/verschieben)

5. 4 Quadranten — Koordinatenachsen besprechen (Koordinaten auf diesen
Koordinatenachsen sind nicht v6llig frei) — Koordinatenursprung (0,0) —
abhdngiges Objekt - genau im Algebrafenster hinsehen!

6. Thematisieren der abhiingigen und der freien Variablen kann auch erst spiter

durchgefiihrt werden.
[ GeoGebra (2) iy (=]

Ciatei Bearheiten Ansicht  Einstelluhgen  Fenster  Hilfe

.

Rl | ) /"/" @ 47 A IP=Te) (3 @lﬂl

i v aTd i ¥l 3 Il il v
_4 Fraie Ohjekta X
S A= (4,6)
4 B=(4,6)
e D C= (6, -8)
S D= (B, 4) 24
L@ E =10, 1.4)
_ 4 Abhangige Objekte
L@ F= (0,0 B=(-4,E #= 04, B)
| Hilfsohjekte L g L

H= L o

0= (6, -4) 0= (fi,-4)
[ ] L ]

Modus: keuar Pund woy=1:1

g Eingabe; || I IE IE lBefehI - ||

7. Weitere Bearbeitung (mit Werkzeugen: Strecken einzeichnen, Vieleck einzeichnen
— im Eigenschaftenfenster: Fillfarbe andern)

Abbildung 15: GeoGebra - Kurzanleitung fir Lehrer/innen - Seite 1
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=

Datei Beatbeiten Ansicht Einstellungen  Fenster Hilfe

kA @] 4] ] &

= i i e i ki ¥ =

<
-

4 Freie Ohbjekte X
L =4, 6)

JB=(4,6

3 C=(6-4

3 D=(6,-1) 2
L@ E=(0,14)

_4 Abhdngige Chjekte
L@ F=(D,0)

4 P=67.6

# a=10.2

3 a,=8

Jh=8

3 b, =10.2
Jc=10.2

5 €, =807

J d=807

3 4,=102

4 e=8.07

| | Hilfsohjekie

D= (5,-4)

Modus: Yieleck wiw=1:1

l@l Eingabe: || IZ”E Befehl ... v||

8. Wenn Zeit bleibt, kann man im Eigenschaftsfenster eine Bezeichnung 16schen
(oder andere Anzeige vorzeigen).
9. Konstruktionsprotokoll herzeigen und kurz besprechen.
WICHTIG: SchiilerInnen darauf hinweisen, dass sie in der Spalte ,,Algebra® nicht
alles verstehen konnen (insbesondere Geraden- und Kreisgleichungen).
10.WICHTIG: 2. Seite des Skriptums (Konstruktionsprotokoll) im Detail
besprechen! Vor allem:
a)Strecke fester Linge — vergleich mit ,,Abschlagen mit dem Zirkel"
b)Winkel fester Grolie
- Die Schenkel miissen nachtriglich selbst gezeichnet werden, GeoGebra
erzeugt jeweils nur einen Schenkelpunkt.
- Angabe des Uhrzeigersinns
11.Danach den Lernparcours besprechen und wenn nétig kopiert austeilen (als
Ubersicht fiir die Fiihrung einer Projektmappe)

Abbildung 16: GeoGebra - Kurzanleitung fir Lehrer/innen - Seite 2
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Fragestellungen zum didaktischen/methodischen Kommentar

Der Lernpfad dient zur Einflihrung und Festigung von geometrischen Grundbegriffen und
dem Kennenlernen von Geogebra. Neue Begriffe werden vorwiegend heuristisch erarbeitet.
Lerninhalte, Lernziele, das notwendige mathematische und technologische VVorwissen der
Schiler/innen sowie das notwendige technologische Umfeld werden im didaktischen
Kommentar formuliert.

Fur die Bedienung von Geogebra wird ein Kurzskriptum fr Schiler/innen und Lehrer/innen
angeboten. Als methodisches Drehbuch steht ein Lernparcours mit Wahl- und Pflichtstationen
zur Verfligung. Bei jedem Lernschritt werden die Sozialform und eine Kontrollméglichkeit
vorgeschlagen. Es finden sich auch Hinweise zur Leistungsmessung und
Leistungsbeurteilung.

Fragestellungen zum Lernpfad

Im Lernpfad dominieren handlungsorientierte Phasen. Die Schiiler/innen werden dazu
angehalten ihren Lernprozess im Heft zu dokumentieren. Neben dem Ubungs- und
Festigungscharakter im Bereich der Geometrie werden parallel dazu Grundkonzepte der
elementaren Algebra vorbereitet.

Das methodische Vorwissen muss durch den Lehrer/ die Lehrerin geschehen. Die
unterschiedlichen Lern- und Arbeitsgeschwindigkeiten der Schiler/innen werden
berucksichtigt. Schiler/innen kdnnen sich bei Partnerarbeit gegenseitig unterstitzen. Es gibt
inner- und auBermathematische Zusatzangebote.

Die Lernschritte sollten wie beim Lernparcours durchnummeriert werden. AuBerdem sollten
alle Arbeitsblatter als zip-Datei zur Verfligung gestellt werden.

Festigung des Wissens — Wissenstberprufung

Es gibt Ubungs- und Festigungsaufgaben, aber keine Hinweise fiir Haustibungen.
Selbstkontrolle wird durch das Konstruktionsprotokoll unterstiitzt. Die Sicherung des
Erlernten bleibt dem Lehrer/ der Lehrerin tberlassen.

6. AuRRere Evaluation

Feedback der Schuler/innen

Dieser Abschnitt fasst die Rlickmeldungen von 198 Schiiler/innen aus 8 Klassen zusammen.

Die Navigation innerhalb des Lernpfades wird als sehr gut eingeschatzt. Auch das Layout
wird von den Schiiler/innen sehr positiv bewertet. Sprache des Lernpfads wird als sehr
verstandlich bewertet.

Die Bedienung der Software Geogebra bereitet 85% der Schiiler/innen keinerlei Probleme
(siehe Abbildung 17). Etwa 70% der Schiiler/innen meinen, dass die interaktiven Ubungen
ihnen beim Verstehen der mathematischen Inhalte geholfen haben (siehe Abbildung 18).

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 17
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11d_Geogebra

trifft zu

70—

trifft zum Teil zu
trifft nicht zu

60—

50—

20—

trifft gar nicht zu

I I I I
2 3 4 5

12a_Interaktive_Ubung

% 40—
N
@]
&
30—
20—
10—
0 T T T T
1 2 3 ubersprungen
11d_Geogebra
Abbildung 17: Die Software GeoGebra war leicht zu handhaben.
12a_lInteraktive_Ubung
50—
40—
trifft vollig zu 1
. s trifft eher zu 2
3 trifft zum Teil zu 3
I trifft eher nicht zu 4
5

Mehr als die

Abbildung 18: Die interaktiven Ubungen haben mir beim Verstehen geholfen.

Halfte der Schiiler/innen haben mindestens manchmal zu Hause mit dem

Lernpfad gearbeitet. Abbildung 19 zeigt, dass fast 40% mit dem Lernpfad fir die Schularbeit

gelbt haben.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 18
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15_Schularbeit

70
ja
60— nein

50—

40—

Prozent

30—

20—

10

15_Schularbeit

Abbildung 19: Ich habe den Lernpfad zum Uben fiir die Schularbeit verwendet.

Fast 90% der Schiler/innen geben an, dass sie im Mathematikunterricht gerne wieder mit
einem Lernpfad arbeiten mdchten (siehe Abbildung 20).

14 Lernpfad_wieder

100—

ja
80 nein

60—

Prozent

40—

20—

14_Lernpfad_wieder

Abbildung 20: Ich méchte im Mathematikunterricht wieder mit einem Lernpfad arbeiten.

Das Verstehen der mathematischen Inhalte war laut Riickmeldung der Schuler/innen fiir das
Arbeiten mit dem Lernpfad entscheidend. Laut Selbsteinschatzung haben tiber 90% der
Schiler/innen die in diesem Lernpfad vermittelten Lerninhalte verstanden (siehe Abbildung
21).

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Koordinatensystem, Seite 19
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16_Lernpfad_verstanden

60—

trifft vollig zu 1
50 trifft eher zu 2
trifft eher nichntzu 3
40 trifft gar nichntzu 4

30

Prozent

20—

10—

G ] ——

I I I I I
1 2 3 4 Ubersprungen

16_Lernpfad_verstanden

Abbildung 21: Ich habe alle wichtigen mathematischen Inhalte des Lernpfades verstanden.

Fast 90% der Schiler/innen meinen, dass sie die Moglichkeit hatten tiber mathematische
Inhalte mit anderen zu sprechen (auch das Verstehen der mathematischen Inhalte sowie das
gegenseitige Helfen wird als wichtig und mogliche angesehen).

Fast 80% der Schiler/innen hatten die Gelegenheit (iber mathematisches Tun nachzudenken.
Sie hatten auch das Gefihl, dass ihre eigenen Gedanken berticksichtigt wurden. Fast 80% der
Schiler/innen haben mit Neugier, Engagement sowie Lust am Denken und mathematisches
Tun den Lernpfad absolviert. Etwa 85% der Schuler/innen geben an, dass sie fur ihren
Lernfortschritt und den Lernprozess selbst verantwortlich waren.

Negativ wird von einigen Schler/innen Zeitmangel bei der Bearbeitung genannt. Insgesamt
ist die Zufriedenheit mit dem Lernpfad aber sehr hoch, was auch das positive Feedback der
Schiler/innen zeigt. Einige Zitate von Schiiler/innen:

,Dass man mit diesem Programm leichter lernen kann als mit dem Buch.”

,»,Dass man so viele Hilfen hatte!!!*

,Kompliment !

Feedback der Testlehrer/innen

Insgesamt haben 8 Testlehrer/innen den Ruckmeldebogen zum hier besprochenen Lernpfad
ausgefullt. Davon unterrichten vier in eLSA — Schulen, zwei haben bereits MNI-Projekten
koordiniert und / oder bei solchen mitgearbeitet. Alle Testlehrer/innen haben bereits
Vorerfahrungen auf dem Gebiet der neuen Lernkultur (Stationenbetrieb und / oder EVA-
Lernspiralen) und E-Learning. 6 von ihnen haben bereits Lernplattformen im Unterricht
eingesetzt.

Alle Testlehrer/innen haben den didaktischen Kommentar vollstandig gelesen. Abbildung 22
zeigt, dass die Lehrer/innen die begleitenden VVorschlage zur Umsetzung des Lernpfads im
Unterricht ausnahmslos sehr positiv bewertet haben. Ein ahnliches Ergebnis stellt sich bei der
Frage dar, ob die methodischen Anleitungen als hilfreich empfunden wurden (siehe
Abbildung 23).
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13 Begleitende_Vorschlage

7 sehr gut 1
geeignet
eher geeignet | 2
47 zum Tell 3
geeignet
B eher nicht 4
T 34 geeignet
-g’ gar nicht 5
e i geeignet
-
0 T T
1 3

13_Begleitende_Vorschlage

Abbildung Sind die begleitenden VVorschlage zur Umsetzung (Lernspirale, Themenplan,
Arbeitsanleitung, ...) des Lernpfads im Unterricht fur technologieunterstitzten Unterricht geeignet?

14 _Methodische_Anleitungen

4 sehr gut 1
geeignet
eher geeignet | 2
zum Teill 3
3 geeignet
eher nicht 4
3 geeignet
5 gar nicht 5
3 7 geeignet
I
l_
0 T T T
1 2 4

14 Methodische_Anleitungen

Abbildung 23: Die methodischen Anleitungen waren fur mich sehr hilfreich.
Uberdurchschnittlich viele Lehrer/innen (etwa die Halfte gegentiber weniger als 25% im
Durchschnitt) hatten die Zusammenstellung des Lernpfads gerne geandert.

Alle Lehrer/innen geben an, dass der Lernpfad das Reflektieren der Schiiler/innen tber ihr
eigenes Tun ermoglicht (siehe Abbildung 24).
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18_Reflektieren

57 sehr gut 1
geeignet
eher geeignet | 2
47 zum Teil 3
geeignet
_ eher nicht 4
T 34 geeignet
> gar nicht 5
is geeignet
2]
1_
0 T T
1 2

18 Reflektieren
Abbildung 24: Der Lernpfad ermdglicht Schiiler/innen das Reflektieren tber ihr mathematisches Tun.
Abbildung 25 zeigt, dass laut Meinung der Lehrer/innen der Lernpfad individuelle und
unterschiedliche Lésungswege der Schiiler/innen ermdéglicht. AuBerdem erleben die

Schiler/innen Mathematik hier als Erkundungsprozess, der von Austausch von Ideen und
Argumenten gepragt ist (siehe Abbildung 26).

20_Individuelle_Ldsungswege

] trifft vollig zu 1
trifft eher zu 2
trifft zum Teil zu 3
*7 trifft eher
nicht zu 4
trifft gar nichtzu | 5

Haufigkeit

0 T T T
1 2 3

20_Individuelle_Lésungswege

Abbildung 25: Der Lernpfad ermdglicht Schiiler/innen unterschiedliche und individuelle Lésungswege.
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22_Mathematikhaltige_Situationen

7 trifft vollig zu 1
trifft eher zu 2
7 trifft zum Teil
. zZu 3
_ trifft eher
g nicht zu 4
= trifft gar nicht
T - Zu 5
2l
.
0 T T
1 2

22_Mathematikhaltige_Situationen

Abbildung 26: Mit diesem Lernpfad erleben Schiler/innen Mathematiklernen als Erkundungsprozess,
der allein oder gemeinsam mit anderen in intensivem Austausch von Ideen und Argumenten vollzogen
werden kann:
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7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Am Beginn stand die Diskussion mdglicher Themen, bei denen der Medieneinsatz besonders
vorteilhaft erscheint. Ideen fiir mégliche Beispiele und Bereiche wurden in einem Mindmap
zusammengefasst. Dabei kristallisierten sich bereits mehrere Themen, die fiir Kurzprojekte
geeignet erschienen, heraus (Koordinatensystem und Einflihrung von GeoGebra,
Kongruenzbegriff und Dreieckskonstruktion, Merkwirdige Punkte im Dreieck).
Die Grobplanung des Konzeptes flr das Thema Koordinatensystem und Einflihrung von
GeoGebra inklusive Ablauf des Projektes in verschiedenen Phasen ergab folgende
aufeinander folgende Bereiche:
e Einflihrung in die Bedienung von GeoGebra
Einstieg in das Koordinatensystem
Vertiefen der Kenntnis von GeoGebra
Verwenden algebraischer und geometrischer Darstellungsformen
Dokumentieren und systematisches Arbeiten mit Konstruktionsprotokollen
Erleben der Auswirkungen von Verdnderungen abhangiger und unabhangiger
geometrischer Objekte
e Vertiefen und Trainieren der neu erworbenen Fertigkeiten an Hand verschiedenartiger
Aufgabenstellungen (auf gehobenem Niveau)

Eine umfangreiche Internet-Recherche zu dem Thema verlief ergebnislos. Daher zeigte sich
die Notwendigkeit der Neuentwicklung aller bendtigten Ressourcen. Beispiele zu den
einzelnen Bereichen wurden besprochen und arbeitsteilig erstellt. Die Materialienerstellung
(Dynamische Arbeitsblatter, Anleitungen fir Schiler/innen, GeoGebra-Dateien) sowie die
technische Implementierung mit Frame-Navigation erwiesen sich als besonders
zeitaufwandig. Neben der individuellen Arbeit waren mehr als 10 Treffen notwendig.

Die didaktische Aufbereitung der Materialien, sowie die Erstellung eines Arbeitsplanes
(Lernparcours) gingen ziigig vor sich. Parallel wurden ein GeoGebra — Skriptum und
Begleitmaterialien fur Lehrer/innen entwickelt.

Geringfugige Veranderungen (Tippfehler) wurden nach einer Pilottest-Phase durchgefihrt.
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Lernpfad: Kongruenz — vermuten, erklaren, begriinden
6. Schulstufe

Autoren/innen: Anita Dorfmayr, Walter Klinger

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Da geometrische Figuren, insbesondere Dreiecke, in der 6. Schulstufe einen Schwerpunkt
darstellen, bietet sich der Einsatz eines Dynamischen Geometrieprogramms besonders an.
Neben der gesteigerten Motivation der Schiler/innen ermdglicht der Einsatz des Computers
auch die verstarkte Selbsttatigkeit und das experimentelle Arbeiten der Schiiler/innen.

Das selbststandige Forschen, Vermuten, Dokumentieren, Begriinden, Argumentieren und
exaktes mathematisches Formulieren sollen gefordert werden und stellen Herausforderungen
an die Gestaltung des Unterrichts dar. Der Einsatz des Computers kann durch dynamische
Applets und andere interaktive Materialien vor allem das Experimentieren und mathematische
Vermuten unterstiitzen. Das Fuhren eines ,,wissenschaftlichen Protokolls* soll exaktes
Arbeiten und die genaue Interpretation von Fallunterscheidungen fordern.

2. Didaktischer Kommentar

Mit diesem Lernpfad soll der Begriff Kongruenz definiert und gefestigt werden. Kongruente
Figuren (besonders Dreiecke) sollen erkannt und die Kongruenz begriindet werden. Das
Zeichnen von kongruenten Figuren und Konstruktionsaufgaben zu Dreiecken (auch im
vollstandigen Koordinatensystem) sollen durchgefuhrt werden und die Kongruenzsétze
hergeleitet werden kdnnen. Unmdglichkeiten von Dreieckskonstruktionen
(Dreiecksungleichung) und Mehrdeutigkeiten von Lésungen sollen zu einer méglichst
exakten Begriindung der Kongruenz von Dreiecken und zu den Kongruenzsétzen fuhren.
Weitere Anwendungen sollen durchgefiihrt werden.

| Kurzinformation

'Schulstufe 6. Schulstufe

\Dauer 4 - 5 Stunden

\Unterrichtsfacher Mathematik

|Verwendete Medien \Dynamische Geometrie Software (DGS), Java Applets, Internet
"Technische Voraussetzungen |Java, Internet

/Autoren /Anita Dorfmayr, Walter Klinger

Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: GeoGebra (kostenlos von www.geogebra.at), Java
(kostenlos von www.java.com), Internet

e Vorwissen der Schulerlnnen: Geometrische Grundbegriffe aus der 1. Klasse, Arbeiten
mit und Erstellen von Konstruktionsprotokollen

e Technisches Vorwissen der Schillerinnen: Elementarer Umgang mit dem Computer,
Bedienung von GeoGebra

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 1
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Lerninhalte und Lernziele

| Lerninhalt | Lernziel
Arbeiten mit kongruente Dreiecke herstellen kénnen
Figuren die Kongruenz von Dreiecken begriinden kénnen

Dreiecke skizzieren und konstruieren kénnen

Konstruieren von  |Konstruktionsprotokolle fiir Dreiecke erzeugen kénnen
Figuren Erkennen ob Angaben mehrdeutig sind oder tiberhaupt nicht in

Konstruktionen umgesetzt werden kdnnen

Didaktischer Hintergrund
Im Zentrum dieses Lernpfades stehen das

Experimentieren

Argumentieren

Begriinden

kritische Hinterfragen und Erkennen von Mehrdeutigkeiten bzw. Unmaglichkeiten

Das Ziel ist die Entwicklung eines mdglichst umfassenden Kongruenzbegriffs.

Durch das eigenstandige Verfassen von Konstruktionsprotokollen (Beschreiben von
Konstruktionswegen) sollen die Schiler/innen lernen, Dreiecke mit unterschiedlichen
Angaben auch handisch zu konstruieren.

Einsatz im Unterricht

Grundsatzlich ware fir ein effizientes Arbeiten pro Schiler/Schilerin ein PC notwendig;
allerdings ist auch eine Partnerarbeit an einem Gerat bei entsprechender Abstimmung der
Lerngeschwindigkeiten der beiden Partner durchaus maoglich.

Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch den Einsatz der Software GeoGebra und
von interaktiven Internetseiten das selbsttatige Lernen der Schiler/innen zu fordern. Die neu
gewonnenen Erkenntnisse sollen schriftlich beschrieben und - speziell bei Haustubungen -
durch héndisches Zeichnen gefestigt werden.

Lernmedien der Schiler/innen

Die Schiler arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Ihre Téatigkeiten und
Ergebnisse sollen sie schriftlich (im Heft oder auf Arbeitsblattern) festhalten.

Leistungsbeurteilung

Das Ergebnis (Kenntnis des Kongruenzbegriffs) und der Lernprozess, also der Grad der
Selbsttatigkeit und die Selbstorganisation, sollen gleichwertig in die Leistungsbeurteilung
einflieBen. Die Evaluation erfolgt tber die schriftliche Dokumentation der Schuler/innen und
durch schriftliche Uberpriifung bei der darauf folgenden Schularbeit.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 2
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische

Beschreibung der Materialien

Vom Experiment zur Vermutung - Dreiecksungleichung

Drei Seiten - ein Dreieck?

Stelle die Seitenlangen richtio ein und versuche, durch Bewegung der Punkte C und C' ein Dreieck zu erzeugen. Arbeite sehr
genaul Yenwende - wenn notig - auch die Zoom-Funktion.

aj
€l
e)

VU ST 1)

=4 h=5,c=3 by a=4, b=2, c=7
=3 h=5, c=8 d) a=5 b=5 c=5
=5 b=4, c=3 f)  a=8 h=4, c=7

Schreibe eine Vermutung auf, unter welchen Bedingungen du aus der Angahe von drei Seitenlangen eindeutig ein Dreieck
konstruieren kannst. VWann geht das nicht?

Abbildung 1: Aufgabenstellung - Dreiecksungleichung

GeoGebra

Datei Bearbeiten  Ansicht  Einstellungen  Fenster  Hilfe

DR Bl

!
Fan

o

A
oA ABC

N

+]

a=6

_{ Freie Ohjekte X

..... 2 B=(5M
..... @ B={12,0) °
----- @ C={6.43, 1.9) b=
----- @ C'={8.52,1.97)
----- 4 a=14 L=7

..... @ d=4

Hilfsohjekte

a=4

hodus: Bewegen

¥iy=1:

’ Einnabe: = w0 W

Befehl ...

Abbildung 2: Experimentieren mit GeoGebra

Begriffsbildung erleben - Kongruenz
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Das gelbe Dreieck

Gegehen sind je drei gleich lange Strecken. Du kannst jede Strecke bei den
Endpunkten anfassen und so verschieben und drehen.

1. Schritt:

Drehen
@

Erzeuge mit diezen Strecken drei Dreiecke . Versende dabei jeweills dre

Strecken wvon unterschiedlicher Lange.

2. Schritt;

Schieben

Das gelbe Dreieck kannst du auch werschieben und drehen. Eeobachte, was
passiert, wenn du den Drehpunkt schnell bewegst. Probiere das ausl!

3. Schritt:

Lege das gelbe Dreieck Uher jedes deiner Oreiecke und wvergleiche sie. Was erkennst du? Schreibe deine

Beobachtung auf.

Ofine GenGehra

Schreibe auf, wias bei diesen vier Dreiecken gleich ist.
Abbildung 3: Arbeitsanleitung - Gelbes Dreieck

GeoGebra

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Fenster  Hilfe
LA @) 4) [ [+ >
—
3
[ tel
4
° * 5 3
| / /%
4
4
3 .
rehen \\\‘BChieben
]
Modus: Eewegen ¥iy=1:1
[ Eingabe: ]| ||: vHu v||E=ereh|.__ v

Abbildung 4: Experimentieren mit GeoGebra - Gelbes Dreieck

Forschen und Dokumentieren — Dreieckskonstruktion / Kongruenzséatze

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 4
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ALLES 15" MACHBAR

Das Kunstruk: ro.unserer Firma
kann mit allen Angabe tiges Dreieck konstruieren

SULTL

Wir haben ei 'trag der OMGG

Die Osterreichisch Mathematisch-Geometrische
Gesellschaft (OMGG) hat einen Forschungsauftrag vergeben
und unsere Firma AIM wird als erste und einzige alle diese
Fragestellungen beantworten kénnen.

alles_ ist strulerbar!

F*hhhkhkhkhkkkhkhkhkhhrhkhkhkhkhkkhkhhihrrhkhkhkhkhkhkhhrrrhhkhhkhkhhhrrrhhhhhhhihirrhhdhhhhiiirhidxixixd

Gleichzeitig werden junge Forscherteams gesucht, die
ebenfalls untersuchen sollen ob und welche Dreiecksangaben
zu eindeutigen Losungen flhren. Hat die Firma AIM Recht?

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 5
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Forschungsauftrag der Osterreichisch Mathematisch-Geometrischen
Gesellschaft

ALIAR
ISR

Projektauftrag

Fragestellung: Mit welchen Angaben lassen sich Dreiecke eindeutig zeichnen?

Untersuchen sie diese Aufgabenstellungen durch geeignete Konstruktionen, fihren sie ein
wissenschaftliches Protokoll (siehe Beilage) und beantworten sie die gestellte Frage mdglichst
mathematisch exakt!

Aufgabe 1: Gegeben sind drei Seiten: a=4 E, b=7 E, c=5 E.
Kann man einen SSS-Satz (es sind drei Seiten eines Dreiecks gegeben —
Voraussetzung die Dreiecksungleichung ist erfuillt) allgemein gultig formulieren?

Aufgabe 2: Gegeben sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel: a=5 E, c=7 E, 3 =50°.
Existiert ein allgemeingultiger SWS-Satz?

Aufgabe 3: Gegeben sind zwei Seiten und ein Winkel der der gréf3eren Seite gegentiber
liegt: a=6 E, c=8 E, y=65°.
Gilt einen SsW-Satz?

Aufgabe 4: Gegeben sind zwei Seiten und ein Winkel der der kleineren Seite
gegeniber liegt: c=10 E ,b=7 E, p=25°
Gibt es einen sSw-Satz?

Aufgabe 5: Gegeben sind eine Zeigte und die beiden anliegenden Winkel gegeniber liegt:
a=80°, p=30°c=6E
Gibt einen WSW-Satz?

Aufgabe 6: Gegeben sind eine Seite und zwei Winkel wobei einer nicht an die Seite anliegt :
a=50°p3=90°c=7E
Gibt einen SWW-Satz?

Aufgabe 7: Gegeben sind alle Winkel eines Dreiecks: o=70°,3=60°, y=50°
Gibt einen WWW-Satz?

Die gefunden allgemeinguiltigen Satze werden unter den Begriff KONGRUENZSATZE in
die mathematische Forschung eingehen

Die OMGG bedankt sich fiir die aktive Mitarbeit bei dieser wichtigen Forschungsangelegenheit
von gehobenem 6ffentlichen Interesse

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 6
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@ GeoGebra - Purkersdorf.gghb

Datei Bearheiten  Ansicht  Einstellungen  Fenster  Hilfe

k| A 3| O £

o7 )
4 Fraie Objekte N
..... 4 A= {l].??, 1-23)

..... @ B=(10.77,1.273)

..... O h=7

L]
)

A
°

o

)

ABC
kv

ir

0

4 Abhéngige Ohjekte
----- @ C=(1.7,5.46)

----- @ D=(258742
----- 4 E=(F61,271)
----- # P=3094

----- @ Q=736

----- 4 a=10

..... 5 a,-14.64

..... 2 a,-3.48
..... 3 b, =7
_____ @b,=7
----- 3 d: 4.23x + 0.06y = 56.68
..... 3 d,=10

""" doex-0FFF+y-1.23F =40
..... ] 8.1 =10

----- 4 F619% +32Fy=8.78
----- J o147 681y =731
----- & o=25"

1 Hilfsabjekte

Modus: Beweaden woy=1:1

[ Eingabe: H H= vHu vHBefem__ v

Abbildung 5: Forschen mit GeoGebra - Schiilerarbeit
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Mdogliche
Angaben

3 Seiten

2 Seiten
1 Winkel

1 Seite
2 Winkel

3 Winkel

Meine erste  Schreibe deine
Untersuchungsergebnisse auf!
Ist die Angabe eindeutig?

Wissenschaftliches Protokoll - Kongruenzsatze

Durch welche Angaben sind Dreiecke eindeutig festgelegt, durch welche nicht?

Vermutung:

@) @)
Ja Nein
O O
Ja Nein
O @)
Ja Nein
O O
Ja Nein

Kongruenzsatze
in Worten und in
Kurschreibweise
(XXX-Satz):

Zu keinen
eindeutigen
Losungen
fuhren:

Gibt es
Fallunterschei
dungen?

@)
Ja

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 8
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4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fur Schiler/innen

VAN Kongruenz-Splirnasen "
m Ma}hmaﬁlwn!enich\f B
St g Kongruenz — vermuten, erkldren, begriinden I

A B

'Beachte Auf der Seite Ubersicht erfahrst du, welche Stationen Voraussetzung fiir andere Stationen sind. !

Nr. [Titel | Aktivitit [Schiilerzahl [ Arbeitsauftrag / Lerninhalte | PIW [Kontrolle
DREIECKSUNGLEICHUNG
" Bi:eséekgen 1L @ @ Offne das dynamische Arbeitsblatt und schreibe eine WP | Selbst-
eck? P ;
Schieberegler & Vermutung auf. mit 3 | kontrolle
@ @ Wie wurde das Arbeitsblatt in Station 1 erzeugt? Bastle es
. Agf- der selbst und verwende dazu das Konstruktionsprotokoll von Lehrer-
2 | Schieberegler? A o : ; p W
E O @_____{@ Station 1 und das Werkzeug Schieberegler| .-:|! kontrolle
Drei Seiten — ein B
3 Dreieck? '@ @ Offne das dynamische Arbeitsblatt und schreibe eine WP | Selbst-
Dreiecksungleichung s o Vermutung auf. mit 1| kontrolle
uberpriifen
Kannst du aus drei Streckenlangen immer ein Dreieck
4 Dreiecksungleichung © oder | konstruieren? P Selbst-
- Konstruktion h__/@ Versuche mit Hilfe der angegebenen Langen Dreiecke zu kontrolle
zeichnen. Stelle Vermutungen auf und schreibe sie auf.
Bearbeite alle Aufgabenstellungen am Arbeitsblatt. Arbeite we | Pariner-

5 |- Uberprife dein

-
® © zuerst alleine und dann gemeinsam mit einem Partner /
Wissen =

— einer Partnerin. mit6 | kontrolle

Dreiecksungleichung |
6 |- Multiple Choice
Quiz

&
Dreiecksungleichung &

@ Fuhre das Multiple Choice Quiz aus. Bei jeder Frage WP | Selbst-
kénnen auch mehrere Antworten richtig sein. mit 5 | kontrolle

Abbildung 6: Arbeitsplan fir Schiler/innen - Seite 1
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i Mathematikunterricht T~

L

Kongruenz-Splirnasen

o Kongruenz - vermuten, erkldren, begriinden

Suche in deinem Mathematikbuch Informationen tber die
Dreiecksungleichung. Formuliere selbst einen maglichst

7 \&%Tk:;;mumn ZHn © genauen Merksatz daraber und schreibe ihn auf ein A4- klz;r;:c(?lrlza
Blatt. Vergleiche deine Vermutungen mit dieser
Formulierung! _
KONGRUENZBEGRIFF und KONGRUENZSATZE
1. Einzelarbeit: Bearbeite die Aufgabenstellung und
. formuliere eine Vermutung.
@ ©\-"- © 2. Vergleiche dann deine Vermutung mit den anderen Lehrer
i y - g .
8 |Das Gelbe Dreieck B © 3. Gruppenmitgliedern. Korifrolle
& 4 3. Einigt euch auf eine gemeinsame Formulierung und
schreibt sie auf. Zeigt diese Formulierung eurem Lehrer /
eurer Lehrerin.
f Schreibe auf, was ein Mathematiker unter kongruenten Selbst-
4 | Kongrens y © Dreiecken versteht und was ein Kongruenzsatz ist. kontrolle
i ALLES IST MACHBAR
Lies dir das Informationsblatt tber das Konstruktionsbiro
" AIM und den Forschungsauftrag der OMGG durch! :
10 | Auftrag der OMGG © geatias , i
Verwende zur Dokumentation deiner Forschungsarbeit das ontrolle
wissenschafiliche Protokoll.
o Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure Biitai
10A |Aufgabe 1 — 5557 @ @\___/@ Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche kontrolle
Protokoll.
Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure Pttt
10B |Aufgabe 2 — SWS? @ @\___/@ Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche Kontrolle

Protokoll.

Abbildung 7: Arbeitsplan fir Schiler/innen - Seite 2
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A ~ Kongruenz-Spiirnasen

i Mathematikunterricht T

N

bt Kongruenz — vermuten, erklaren, begriinden

Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure <
10C |Aufgabe 3 — SsW? @ Q@ © Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche P
— kontrolle
Protokoll.
o Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure
10D |Aufgabe 4 — Ssw? @ @ © Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche P Parmer-
o e kontrolle
Protokoll.
o Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure Parthor-
10E |Aufgabe 5 - WSW? '@ © © Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche P
o — kontrolle
Protokoll.
o Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure )
10F |Aufgabe 6 — SWW? @ © © Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche W Parines
E — kontrolle
Protokoll.
o Bearbeitet den Forschungsauftrag und dokumentiert eure 5
10G |Aufgabe 7 — WWW? @_____{@ Ergebnisse genau. Verwendet auch das wissenschaftliche \ Ifoe:ﬁpcfllre
Q Protokoll.
Vergleicht - nach Anleitung durch eure Lehrerin / euren
11 | Plenum H Lehrer - eure wissenschaftlichen Protokolle und Lehrer-
P vervollstandigt diese. Entwickelt daraus die giltigen kontrolle
& Kongruenzsitze.
Abbildung 8: Arbeitsplan fur Schiler/innen - Seite 3
oottt/ Kongruenz-Spiirnasen

i Mathematikunterricht T

e Kongruenz — vermuten, erkldren, begriinden

Erklarung der Abkiirzungen und Symbole

Schreiben

GeoGebra

O
@
Eog

schwierig

Lesen

Dynamisches Arbeitsblatt aufrufen

co 1

(

4
‘@

Abbildung 9: Arbeitsplan fiir Schiler/innen - Seite 4

Einzelarbeit

Partnerarbeit

Gruppenarbeit

Sprechen Uber Mathematik

gesamte Klasse

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 11
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Anleitungen fur Lehrer/innen

et Zysatzinformationen zu Kongruenz-Splrnasen
im Mathematikunterricht 7
Nt K
Nr. |Titel Zusatzinformation
Drei Seiten — ein Dreieck? Eventuell ist eine kurze Besprechung zum Umgang mit Schiebereglern natig.
1 Schieberegler Mdaglicherweise muss auch die Zoom-Funktion von GeoGebra besprochen werden.
2 | schieberegler? Wenn die Schilerinnen und Schiiler vorher noch nie mit dem Werkzeug Schieberegler in Berlihrung
;i t gekommen sind, wird nach einiger Zeit eine Hilfestellung nétig sein.
Drei Seiten — ein Dreieck?
3 |Dreiecksungleichung Alternativer Zugang zur Station 1.
Uberprifen
4 Drewecksqnglemhung ) Konstruieren mit GeoGebra. Nicht alle Angaben fuhren auf Dreiecke.
Konstruktion
" I_Z_)reiecksungleichung - Ei?]gwet;]saﬁtgﬁraﬁ‘;geachtet werden, dass die Reihenfolge von Einzelarbeit und anschlieBender Partnerarbeit
Uberprufe dein Wissen Der Lehrer / die Lehrerin dient als Anlaufstelle bei Streitfallen am Ende des Arbeitsauftrags.
Dreiecksungleichung - Vorzeitige Kontrolle fihrt zu einer Reduktion der Prozentpunkte (Strafpunkte). ] .
6 Multiple Choice Quiz ACI—_!_TUNG: Viele Schilerinnen und Schuler versgc_hen, auch negative Prozentzahlen zu erreichen. Dieses
Schilerverhalten sollte am besten NICHT thematisiert werden.
7 Vom Vermuten zum Hier sollen die Schilerinnen und Schiler ihre WVermutungen mit den Informationen im Schulbuch vergleichen
Merksatz und eventuell nétige Korrekturen und Erganzungen vornehmen.
8 |Das Gelbe Dreieck Die Zusatzinformation ,ziehe den Drehpunkt schnell nach unten” ersetzt das Spiegeln des gelben Dreiecks.
Dies ist eine Eigenheit von GeoGebra, die in den neuesten Versionen von GeoGebra nicht mehr auftritt.
9 |Kongruenz Begriff der Kongruenz wird hier definiert, aulierdem steht hier, was ein Kongruenzsatz ist. - nétig fr die
Aufgaben 10A —10G!
# Eventuell solite den Schillerinnen und Schilern der Projektauftrag und das wissenschaftliche Protokoll in
10 |Auftrag der OMGG Papierform zur Verfilgung gestellt werden. : ’
10A | Aufgabe 1 — SSS? Konstruktionsaufgabe in GeoGebra
10B | Aufgabe 2 — SWS? Konstruktionsaufgabe in GeoGebra
10C | Aufgabe 3 — SsW? Konstruktionsaufgabe in GeoGebra: Fallunterscheidung!
Konstruktionsaufgabe in GeoGebra: Fallunterscheidung!
10D | Aufgabe 4 — Ssw? Ssw — Satz existiert nicht
10E | Aufgabe 5 — WSW? Konstruktionsaufgabe in GeoGebra
Konstruktionsaufgabe in GeoGebra
10F | Aufgabe 6 — SWW? Die Lsungsdatei kommt ohne Winkelsumme aus. Die Schilerinnen und Schiler kénnen jedoch auch
andere Wege gehen.
Konstruktionsaufgabe in GeoGebra
100G | Aufgabie 7~ WWIN? ACHTUNG: WWW — Satz existiert nicht
11 | Plenum Der Lehrer / die Lehrerin entscheidet ber die Form der Dokumentation und Prasentation. Im Lernpfad sind

keine genauen Anleitungen dazu vorgegeben.

Abbildung10: Zusatzinformation fur Lehrer/innen

Weitere Materialien

Das Einfiihrungsskriptum zur Bedienung von GeoGebra aus dem Lernpfad Einfihrung —
Koordinatensystem und geometrische Grundbegriffe kann auch hier eingesetzt werden.

5. Ergebnisse der internen Evaluation

Fragestellungen zum didaktischen/methodischen Kommentar:

Der Lernpfad dient dem Erarbeiten neuer Inhalte, aber auch dem Vertiefen und Uben. Die
Informationen Uber den Umgang mit der Software Geogebra sind nicht detailliert genug! Der
didaktische Kommentar ist gut und verstandlich formuliert.

Es liegt ein Drehbuch in Form eines Stationenbetriebs mit Wahl- und Pflichtstationen vor.
Bei jedem Lernschritt wird die Sozialform und eine Kontrollmdéglichkeit vorgeschlagen.

Individuelle Veranderungen und Schwerpunktsetzungen durch die Lehrer/innen sind maoglich.
Es wird betont, dass die neuen Erkenntnisse schriftlich beschrieben und — speziell bei den
Haustibungen - durch hdndisches Konstruieren gefestigt werden sollen.

Es finden sich auch Hinweise zur Leistungsmessung und Leistungsbeurteilung.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 12
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Fragestellungen zum Lernpfad

Die mathematischen Lernziele werden den Schiiler/innen teilweise transparent gemacht. Es
gibt heuristisch-experimentelle Phasen in denen die Schuler/innen

Vermutungen aufstellen. Durch Diskussionen werden Begriindungen gesucht, die zu einer
Exaktifizierung der Begriffe und der Konstruktionsverfahren fuhren. In dieser Phase werden
die Schuler/innen dazu aufgefordert, das Schulbuch als Informationsquelle zu verwenden.

Das methodische VVorwissen muss durch den Lehrer/ die Lehrerin geschehen. Der Lernpfad
bietet Differenzierungsmaoglichkeiten, da nicht alle Aufgabenstellungen aufbauend sind.

Festigung des Wissens — Wissenstuberpriufung

Es gibt viele Angebote fur die Schiler/innen das neu erworbene Wissen selbst zu Uberpriifen
(z.B. Multiple Choice Quiz, dynamische Konstruktionsbeschreibungen).

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schiiler/innen

Dieser Abschnitt fasst die Riickmeldungen von 15 Schiiler/innen zusammen.

Die evaluierende Klasse ist nicht an Partner- bzw. Gruppenarbeit gewohnt. Das Arbeiten am
Computer ist fiir die Schiler/innen auch ungewohnt. Trotzdem bewerten sie ihre
Computerkenntnisse als hoch.

Das Layout und die Navigation wurden sehr positiv angenommen.

Die Bedienung der Software Geogebra und der dynamischen Arbeitsblatter bereitete den
Schiler/innen keine Probleme. 75% waren der Meinung, dass die interaktiven Ubungen ihr
mathematisches Verstandnis unterstutzt haben.

Der Lernpfad wurde zu Hause nicht verwendet. Ein weiterer Einsatz von Lernpfaden im
Mathematikunterricht wird von den Schiler/innen gewinscht. Alle Schiiler/innen glauben,
dass sie die wichtigen Inhalte des Lernpfades verstanden haben. Dieses Verstehen wurde von
fast allen als wichtig eingestuft.

Der Grol3teil der Schuler/innen meint, dass sie die Mdglichkeit hatten tiber mathematische
Inhalte mit anderen zu sprechen. Auch das Verstehen der mathematischen Inhalte sowie das
gegenseitige Helfen wird als wichtig und moglich angesehen. Besonders positiv sind die
Rickmeldungen auf die Frage, ob alle mathematischen Inhalte verstanden wurden (siehe
Abbildung 1). Alle Schiler/innen geben an, dass sie alle wichtigen Inhalte des Lernpfades
verstanden haben. Bei dieser Frage hat kein Schuler/keine Schulerin mit ,trifft eher nicht zu
oder mit ,,trifft gar nicht zu* geantwortet. Etwa 90% der Schiiler/innen geben an, dass ihnen
der Sinn und die Bedeutung der neuen Begriffe klar geworden ist.

90% der Schuler/innen hatten die Gelegenheit tiber mathematisches Tun nachzudenken.
Genau so viele Schuler/innen haben mit Neugier, Engagement sowie Lust am Denken und
mathematisches Tun den Lernpfad absolviert (siehe Abbildung 12). Knapp 90% der
Schiiler/innen geben an, dass sie fur ihren Lernfortschritt und den Lernprozess selbst
verantwortlich waren.
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Abbildung 11: Ich habe alle wichtigen mathematischen Inhalte des Lernpfade verstanden.
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Abbildung 12: Ich habe den Lernpfad mit Neugier, Engagement sowie Lust am Denken und
mathematischen Tun absolviert.

Fast alle Schiiler/innen sind mit dem Lernpfad sehr zufrieden.
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7. Uberblick tber den Erstellungsprozess

Am Beginn stand die Diskussion mdéglicher Themen, bei denen der Medieneinsatz besonders
vorteilhaft erscheint. Ideen fiir mdgliche Beispiele und Bereiche wurden in einem Mindmap
zusammengefasst. Am Beginn lag der Schwerpunkt der Uberlegungen darin, Maglichkeiten
fir die Schulung von Begriinden und Beweisen aufzuzeigen. Davon wurde in der Diskussion
teilweise abgegangen. Das Augenmerk wurde auf den Bereich Begriinden, Argumentieren
und exaktes Formulieren gelegt.

Die Grobplanung des Konzeptes fur den Lernpfad Kongruenz — vermuten, erklaren,
begriinden sowie die didaktische Aufbereitung des Projektes wurde in folgende drei Bereiche
eingeteilt:

o Drei Seiten — ein Dreieck?
Ziele:
o Aufstellen von Vermutungen
o Schulung des Argumentierens
o Exakte Formulierung der Dreiecksungleichung
o Selbsterstellen eines Tests
o Kongruente Dreiecke
Ziel:
o Exakte Formulierung des Kongruenzbegriffes
o Alles ist machbar — wissenschaftlicher Forschungsauftrag
Ziel:
o Konstruktion von Dreiecken
o Umsetzen dynamischer Konstruktionsbeschreibungen und Verfassen von
Konstruktionsprotokollen
o Exakte Formulierung der Kongruenzsétze
o Erkennen und Begriinden, ob aus einer Angabe ein Dreieck eindeutig
konstruierbar ist
o Présentation von Ergebnissen

Im Internet wurden keine Materialien zu diesem Thema gefunden, wodurch alle Ressourcen
selbst erstellt werden mussten. Beispiele zu den einzelnen Bereichen wurden besprochen und
arbeitsteilig erstellt. Die Materialienerstellung (Dynamische Arbeitsblétter, Dynamische
Konstruktionsbeschreibungen, Anleitungen fur Schiler/innen, GeoGebra-Dateien,
HotPotatoes - Tests) sowie die technische Implementierung mit Frame-Navigation erwiesen
sich als besonders zeitaufwéndig. Neben der individuellen Arbeit waren mehr als 10 Treffen
notwendig.

Die didaktische Aufbereitung der Materialien, sowie die Erstellung eines Arbeitsplanes
(Kongruenzspiirnasen) und eines Erganzungsblattes fir Lehrer/innen nahmen nur wenig Zeit
in Anspruch.

Die Pilottest-Phase flihrte nur zu geringfligigen Veranderungen.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation - Kongruenz, Seite 15
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Lernpfad: Dreiecke — merkwiurdige Punkte
6. Schulstufe

Autoren/innen: Edeltraud Schwaiger, Hildegard Urban-
Woldron

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewahlt?

Nachdem die Konstruktion der vier merkwirdigen Punkte (Hohenschnittpunkt, Schwerpunkt,
Umkreismittelpunkt, Inkreismittelpunkt) erlernt wurde, sollten neben dem Wiederholen und
Festigen bereits bekannter Inhalte (Symmetralen, Winkelsumme im Dreieck, Satz von Thales)
die mogliche Lage der merkwiirdigen Punkte im Dreieck durch Arbeitsauftrage erforscht
werden.

Die Schiler/innen sollen ihre Forschungsergebnisse tbersichtlich dokumentieren, anderen
Schiler/innen weitergeben und présentieren.

2. Didaktischer Kommentar

Am Beispiel der merkwirdigen Punkte im Dreieck sollen die Schuler/innen mit Hilfe fertiger
Applets zur dynamischen Geometrie zum genauen Beobachten und Begriinden gefiihrt
werden. Experimentierfreudigkeit und selbstentdeckendes Lernen stehen im Vordergrund,
wenn bei Verénderung der Dreiecke die Lage dieser Punkte erforscht und begriindet werden
soll. Es stehen Aufgaben getrennt fir Hohenschnittpunkt, Umkreismittelpunkt,
Inkreismittelpunkt und Schwerpunkt zur Verfligung, wie auch fur alle vier Punkte
gemeinsam. Beispielhaft werden auch Beweismdglichkeiten thematisiert

| Kurzinformation

'Schulstufe 6. Schulstufe (2. Klasse AHS / HS)

|Dauer \4 Unterrichtsstunden

\Unterrichtsfacher Mathematik

|Verwendete Medien \Dynamische Arbeitsblatter, Applets

Technische Voraussetzungen |Java, Flash

/Autoren Edeltraud Schwaiger, Hildegard Urban-Woldron

Dieser Lernpfad ist gekennzeichnet durch klare Sprache und pragnante Arbeitsauftrage. Auf
Anschaulichkeit, Experimentiermoglichkeit und selbst entdeckendes Lernen wurde durch die
Verwendung von dynamischer Geometriesoftware besonders geachtet.

Vorwissen
o Grundlegende Eigenschaften von Dreiecken
« Eigenschaften von Seitensymmetralen und Winkelsymmetralen
e Konstruktion von U, H, Sund |
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Wiederholen und Festigen des Vorwissens

e N

Eigenschaften und Konstruktion der merkwiirdigen Punkte in einem
allgemeinen Dreieck

Achtung: Es kinnen mehrere Antwarten richtig seinl Klicke nur die richtigen Antworten an.
Fir die Auswertung zahlt jede Antwort einen Punkt. Uberprife bei jeder Frage und stelle solange richtig, bis vier von
vier Punkten angezeigt werden. Mur dann erhaltst du deine Gesamtwertung nach der letzten Frage.

Alle Fragen anzeigen

< | /14 =

Der Umkreismittelpunkt

a. Oist von den 3 Seiten des Dreiecks gleich weit entfernt

b, [lwird durch Schnitt der Seitensyrmmetralen konstruiert.
. [wird durch Schnitt der Winkelsymmetralen konstroist.

d. ist won den 3 Eckpunkten des Dreiecks gleich weit entfernt

Friite |

Abbildung 1: Selfchecking - Quiz

Kritisches Betrachten, Erkennen und Korrigieren von Fehlern

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Merkwirdige Punkte, Seite 2
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Vermuten, Begrunden und Beweisen

Medisnvializlt
im Mathematikunterricht T

N N

Im Weiteren wollen wir uns genauer mit Dreiecken und den merkwirdigen Punkten im
Sinne von Yermuten, Begrinden und auch Beweisen beschaftigen.

Damit du einen kleinen Vorgeschmack auf die Vorgangsweise bekommst, sollst du das
Begriinden und Beweisen an zwei (vielleicht schon bekannten) Beispielen kennen lernen.
Du kannst dir aussuchen, welches Problem du bearbeiten méchtest:

Schau dir die folgenden beiden Abbildungen an. Was fallt dir bei den Dreiecken auf? st
alles richtig? Was kénnte falsch sein? Warum? Motiere deine Vermutung im Hefil

Dieieck 1 Dryeieck 2
Wéahle ein Dreieck aus und bearbeite das Problem weiter. Verwende dazu die Links zu

Dreieck 1 oder Dreieck 2.
Abbildung 2: Arbeitsblatt

Exaktifizieren und Beweisen

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Merkwirdige Punkte, Seite 3
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Dreieck 2: Thaleskreis

Thales won Milet war ein wichtiger griechizcher Mathematiker. Er zahlt zu den , Sieben Weizen” des antiken
Griechenland und lebte um B00 vor Christus in Milet, einem Crt an der Westkiiste Kleinasiens.
Cluelie Bild: www. anderegg-weab. ol phithales-de-rmilef jog

Thales hat einen wichtigen Satz for rechtwinkelige Dreiecke entdeckt: den Satz wvom Thales. Kannst du dich
nach vom Unterricht her daran erinnern?

Thales hat herausgefunden:

Liegt eine Ecke eines Dreiecks auf dem Halbkreis liber der gegeniiber
liegenden Seite, so hat der entsprechende Winkel eine Gréfie von 90°.

Aber: Warum ist das so?

Warum sind alle Winkel iiber einem Halbkreis (siehe Abbildung) rechte
Winkel? Warum funktioniert das in jedem beliebigen Halbkreis?

Thales von Milet wird nicht nur die Entdeckung dieser Eigenschaft — des
Satzes von Thales - sondern auch deren Beweis zugeschrieben. Ein Beweis
izt nicht die Beschreibung einer Eigenschaft, ein Beweis zeigt die Allgemeinglltigkeit eines Satzes durch logisches
Argumentieren, Falgern und Schlielten.

A M B

Yielleicht ist Thales auf seinen Lehrsatz gekommen,
indem er sich die Diagonalen des Rechtecks genau
angeschaut hat.

Uberlege: Welche Eigenschaften haben die Diagonalen
eines Rechtecks und wie folgt dann der Satz von Thales?

Yerwende das links stehende dynamizche Arbeitshlatt
und fihre folgende Aufgaben aus:

¢ Fasse mit der Maus den Punkt C an und ziehe ihn
mit gedriickter linker Maustaste, beobachte dabei
die Grafe der \Winkel - var allemn des Winkels y. Der
Punkt C bewegt sich nur auf der Kreislinie. YWenn
du den Funkt B ziehst kannst du auch den Radius
des Kreises verandern.

* Wie izt in diesem dynamischen Arbeitshlatt der
Satz won Thales veranschaulicht?

¢ Diese Beweisidee wird in diesem Applet venwendet - der Beweis ist aber nicht zu Ende durchgefihrt. Motiere im Heft die
Weiterfihrung des Beweises.

Abbildung 3: Ausschnitt aus der Arbeitsanleitung

Kritisches Betrachten, Erkennen und Begriinden von Fehlern
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Arbeitsblatt 3: Was beim Konstruieren des Inkreises zu beachten ist?

MEIMIE [ s s s i e et St

Du weilt, dass der Inkreismittelpunkt eines Dreiecks als Schnittpunkt der

Winkelsymmetralen der drei Winkel des Dreiecks konstruiert wird.

Flr deine Untersuchungen stehen dir finf Dynamische Arbeitsblatter ,Inkreisl” bis
LInkreis5™ zur Verfiigung. Beim Erstellen der Dateien sind aber mehrere Fehler passiert -
nur eine einzige Darstellung ist fehlerfrei. Welche ist es? Du sollst jeweils herausfinden,
ob der Inkreis richtig konstruiert wurde, und wenn nicht, was genau falsch gemacht
wurde. Beobachte genau und dokumentiere deine Vermutungen. Fasse zum Schluss
deine Erkenntnisse in Form eines freien Aufsatzes mit deinen eigenen Weorten maéglichst

umfassend und strukturiert zusammen.

Inkreis1. htm!" wInkreis2, htmi" Jnkreis3. htmi" wInkreisd, htmi"

Auf den ersten Blick stellst du fest, dass sich die einzelnen Bilder
kaum voneinander unterscheiden. Jedes der finf Bilder zeigt dir
ein Dreieck mit seinem Inkreis.

Aber welche der fiinf Dateien zeigt und die richtige
. Konstruktion?

Wie kannst du das feststellen?

Wo steckt bei den anderen vier Konstruktionen jeweils der
Fehler?

»Inkreiss, htm!" ) ] . o
Gibt es Dreiecke in denen der Inkreismittelpunkt auBerhalb

des Dreiecks liegt?

Welche Eigenschaften hat eigentlich der Inkreis?

Beschreibe in einem Kurzaufsatz, was du heute Ober den Inkreismittelpunkt gelernt hast!
Was musst du dabei besonders beachten? Warum?

Abbildung 4: Arbeitsblatt - Inkreismittelpunkt
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Inkreis2

Abbildung 5: Inkreis? - Leider doch nicht!

4. Drehbuch / Drehbiucher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fir
Schiler/innen
Die Anleitungen fur das Arbeiten mit diesem Lernpfad sind vom Lehrer / der Lehrerin fir die

Schiler/innen selbst zu formulieren und lassen einen groRRen Freiraum fur selbsttétiges
Arbeiten zu.

4.2. Anleitungen fir Lehrer/innen
Mdoglicher Ablauf

1. Stunde

Die erste Stunde ist geteilt in zwei Abschnitte (je nach Schnelligkeit der Schulerinnen und
Schiler).

o Der erste Abschnitt (Arbeitsblatt Symmetralen) dient dem ,,Wiederbewusstmachen*
der Eigenschaften von Winkel- und Seitensymmetralen anhand interaktiver Applets
sowie dem Wiederholen der Konstruktion und der Eigenschaften der Merkwurdigen
Punkte in einem allgemeinen Dreieck anhand eines interaktiven Quizes.

o Der zweite Abschnitt (Arbeitsblatt Winkelsumme — Thales) soll die Schiiller zum
kritischen Denken fuhren, wobei speziell die Winkelsumme im Dreieck als auch der
Thaleskreis angesprochen werden. Beide Themen sollten im Unterricht bereits

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Merkwirdige Punkte, Seite 6
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behandelt worden sein und kénnen hier noch einmal vom Schiiler selbstandig auf
verschiedenen ,,Verstehensniveaus* untersucht werden. Es ist dem Schuler freigestellt,
welches der beiden Themen er behandeln mochte. Er wird in beiden Féllen zum
Vermuten, Begriinden und Beweisen mit Hilfe dynamischer Applets gefuhrt.

Hinweis: Nattrlich kdnnen die einzelnen Abschnitte und Themen auch getrennt voneinander
in eigenen Stunden bearbeitet werden.

2. und 3. Stunde

In diesen beiden Stunden sollen die Schiler mit geflihrten Forschungsauftragen Fragen zur
Lage der einzelnen merkwirdigen Punkte bearbeiten und auch beantworten. Dafiir stehen
fertige (Geogebra) Applets zur Verfligung, in denen der Schiler Dreiecke durch Ziehen der
Eckpunkte dynamisch verandern kann. Dabei soll die Lage der merkwirdigen Punkte genau
beobachtet und fiir Spezialfélle begriindet werden. In Einzelfallen und als Erweiterung fir
sehr gute Schiler wird auch auf eine Beweismdglichkeit eingegangen.

Es stehen jeweils eigene Forschungsauftrage mit Arbeitsblattern getrennt fiir U, H, Sund | zur
Verfligung, die unabhdngig voneinander zum Beispiel in einer Stunde von verschiedenen
Schilergruppen bearbeitet werden kénnen. Es ist aber darauf zu achten, dass sich die Schiler
ihr Thema selbst aussuchen, dass aber jedes Thema von zumindest zwei Gruppen bearbeitet
wird.

In der néchsten Stunde sollten dann die Ergebnisse prasentiert werden. Hier wére es gunstig,
wenn alle Experten fir z. B. den Hohenschnittpunkt gemeinsam die Fragestellungen und
Ergebnisse der letzten Stunde noch einmal durcharbeiten und dann tberlegen was wie am
besten préasentiert wird. Die Prasentationen der einzelnen merkwiurdigen Punkte kénnten unter
Verwendung der vorgegebenen Applets Uber Beamer erfolgen.

So bilden sich in der Klasse Expertengruppen fur die einzelnen Punkte, die dann als Tutoren
fiir die anderen wirken. Die Schuler helfen sich gegenseitig.

Als Richtlinie fur die Zeiteinteilung konnten etwa 15 Minuten fir die VVorbereitung in den
vier verschiedenen Expertengruppen und etwa je 5 Minuten fir die vier Prasentationen
dienen.

(Fur das Arbeitsblatt zum Umkreis, kénnte auf den zweiten Abschnitt der ersten Stunde —
Thaleskreis - zurtickgegriffen werden.)

4. Stunde

In diesem Abschnitt wird die Eulersche Gerade behandelt. Dieses Thema kénnte wieder von
allen Schilern bearbeitet werden. Naturlich setzt dies voraus, dass die merkwiardigen Punkte
H, S und U bereits vom Schuler selbst behandelt oder auch von den Expertengruppen
prasentiert worden sind.
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Fragestellungen zum didaktischen/methodischen Kommentar

Der Lernpfad dient zum Uben und Vertiefen. Die Lernziele und Lerninhalte werden nur
uberblicksartig angefiihrt. Nicht alle technischen Voraussetzungen werden angefuhrt (z.B.
Internet).

Ein detaillierter Arbeitsplan fir Schiler/innen wird nicht angeboten. Die Anleitungen im
maoglichen Stundenablauf (der im Lernpfad integriert ist) sind lernzielorientiert formuliert und
gut verstandlich.

Fragestellungen zum Lernpfad

Bereits vor der Durchfiihrung des Lernpfads eingefiihrte Begriffe werden prézisiert und die
Schiler/innen werden zum Beweisen angeregt.

Die Schiler/innen werden dazu angehalten ihren Lernprozess in Form von Kurzaufsétzen zu
dokumentieren und zu présentieren.

Die notwendigen methodischen Vorkenntnisse sind vielschichtig, werden aber im Lernpfad
oder didaktischen Kommentar nicht angefuhrt bzw. erkléart. Das methodische Vorwissen muss
durch den Lehrer/ die Lehrerin geschehen. Der Lernpfad bietet
Differenzierungsmaoglichkeiten. Zusatzaufgaben und Erweiterungsmaglichkeiten sind
vorhanden.

Die Navigation sollte Uberarbeitet werden (Nummerierung der Arbeitsblatter, Positionierung
der Links, Gliederung der Menuleiste).

Festigung des Wissens — Wissensuberprifung

Maglichkeiten zur Selbstkontrolle sind sparlich vorhanden. Hinweise zur Leistungsmessung
und Leistungsbeurteilung fehlen.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schuler/innen

Dieser Abschnitt fasst die Rlickmeldungen von 63 Schiiler/innen zusammen.

Die Schuler/innen arbeiten im Mathematikunterricht selten in Gruppen, aber regelméfig in
Partnerarbeit. Das Arbeiten am Computer ist fr die Schiler/innen ungewohnt. Trotzdem
bewerten sie ihre Computerkenntnisse als hoch.

Mit der Navigation hatten die Schuler/innen keine Probleme. Das Layout gefiel 65%. Die
Sprache im Lernpfad empfanden die Schiler/innen nicht zur Génze aber doch groRtenteils
verstandlich.

Die interaktiven Ubungen unterstiitzen das Verstehen. Fast alle Schiiler/innen méchten wieder
mit einem Lernpfad arbeiten. Die Schiler/innen haben das Gefiihl den Grofteil der
mathematischen Lerninhalte verstanden zu haben.

Der Grof3teil der Schiler/innen meint, dass sie die Mdglichkeit hatten tber mathematische
Inhalte mit anderen zu sprechen (auch das Verstehen der mathematischen Inhalte sowie das
gegenseitige Helfen wird als wichtig und mdglich angesehen).
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75% der Schiler/innen hatten die Gelegenheit tiber mathematisches Tun nachzudenken (siehe
Abbildung 6). Allerdings hatte nur die Halfte der Schiler/innen das Gefiihl, dass ihre eigenen
Gedanken berucksichtigt wurden (siehe Abbildung 7). 85% der Schiiler/innen gaben an, dass
sie fur ihren Lernfortschritt und den Lernprozess selbst verantwortlich waren.

19_Gelegenheiten

50—

40—

trifft vollig zu

s0-] trifft eher zu

trifft eher nicht zu
trifft gar nicht zu

Prozent

20—

T T
1 2 3

.

19 Gelegenheiten

A OWDNPRF

Abbildung 6: Beim Bearbeiten des Lernpfades gab es Gelegenheiten, Uber das mathematische Tun
nachzudenken.

20_Eigene_Gedanken

40—

30—

trifft vollig zu

trifft eher zu

trifft eher nicht zu
trifft gar nicht zu

Prozent

20—

104

20_Eigene_Gedanken

A WNBE

Abbildung 7: Meine eigenen Gedanken wurden beim Erarbeiten der Inhalte dieses Lernpfades
berucksichtigt.

65% der Schuler/innen haben mit Neugier, Engagement sowie Lust am Denken und
mathematisches Tun den Lernpfad absolviert. Knapp 70% der Schaler/innen sind mit dem
Lernpfad zufrieden. Manche Schiiler/innen klagen tuber Zeitnot und komplizierte Texte!
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7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Als Schwerpunkt des Lernpfades wurde nicht die Einflihrung, sondern die Wiederholung und
Vertiefung der Kenntnis der merkwiurdigen Punkte und besonderer Eigenschaften des
Dreiecks gewahlt.

Die Ergebnisse einer Internet-Recherche zum Thema Merkwirdige Punkte waren vielfaltig.
Einige Materialien konnten geeignet in den Lernpfad eingebunden werden. Daher mussten
nur einige Ressourcen neu erstellt werden (z.B. Quiz, Dynamische Arbeitsblatter). Flr die
Planung des Lernpfades und seine didaktische Aufbereitung waren zwei Treffen notwendig,
die Materialienerstellung erfolgte arbeitsteilig. Eine urspringliche Navigation wurde auf
Grund von Rickmeldung bei der Pilottest-Phase den anderen Lernpfaden angepasst.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Merkwirdige Punkte, Seite 10
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Lernpfad: Pythagoras

7. Schulstufe

Autoren/innen: Mag. Evelyn Stepancik

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Zum einen wurde das Thema gewahlt, weil es fiir die dritte Klasse und weitere von groRer
Bedeutung ist, zum anderen sollten in diesem Lernpfad moglichst viele, gute interaktive
Lernhilfen, die bereits im Internet vorhanden waren, zusammengestellt werden. Zudem sollte
die Arbeit mit diesem Lernpfad den Schulerinnen und Schilern mdglichst viele
unterschiedliche Medien, aber auch das haptische Erleben gewahrleisten.

2. Didaktischer Kommentar

Der Lernpfad wurde zum selbststandigen Erarbeiten der Inhalte konzipiert. Besonderes
Augenmerk wurde auf die Verbindung von interaktiven Lernhilfen / Lernobjekten,
Dynamischer Geometrie und traditionellen Medien (Buch, Heft, Papier, Schere, etc.) gelegt.
Der Lernpfad gibt die Organisation des Unterrichts nicht genau vor.

Nach Absolvierung des Lernpfades sollen die Schiler/innen den Lehrsatz des Pythagoras fur
Berechnungen in ebenen nutzen kénnen und eine Begrindung fir den Lehrsatz des
Pythagoras verstehen kénnen.

Kurzinformation

Schulstufe 7. Schulstufe (3. Klasse AHS / HS)

Dauer 8 - 10 Unterrichtsstunden

Unterrichtsfacher Mathematik, Informatik, Geschichte
VVerwendete Medien DGS (Geogebra), Internet, eventuell Plattform
Technische VoraussetzungenjJava, eventuell Plattform

Autorin Evelyn Stepancik

Technische Voraussetzungen:
Umgang mit dem Internet, einer Lernplattform, Geogebra und mit einer Prasentationssoftware

Fachliche Voraussetzungen:
rechtwinkelige Dreiecke, Flacheninhalte von ebenen Figuren, Umgang mit Variablen und
Gleichungen

Methodische Voraussetzungen:
e Partnerarbeit, Gruppenarbeit, Rollenspiel, Rollenchat
e Informationen selbststéndig schriftlich festhalten kénnen
e Ergebnisse prasentieren kénnen
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Verlaufsplan/Prozesshinweise

Einstieg
e Internetrecherche und Prasentation zum Leben des Pythagoras (Einzelarbeit)
e Quiz (Einzelarbeit)
e Rollenchat (Gruppenarbeit): Dieser Schritt war speziell flr die Verwendung der
Plattform konzipiert und sollte den Schilerlnnen eine kreative Auseinandersetzung
mit der Zeit und dem Leben von Pythagoras erméglichen.

Neuigkeiten

e geschichtlicher Zugang: Nachvollziehen des Seilspanner-Problems (Partnerarbeit)

e Herleitung des Satzes von Pythagoras in kleinen Lernschritten mit Anleitung und
Videoanimation (Partnerarbeit)

e Anwendung in einfachen Aufgabenstellungen und Einfiihrung der Wurzel (Einzel-
oder Partnerarbeit)

e einfache Textaufgaben (Partnerarbeit)

e Quiz zur Festigung der neu erlernten Begriffe (Einzelarbeit)

e Beweise: Hier wurde bewusst die Kombination Internet und Papier gewahlt. Die
interaktiven Darstellungen sollten den SchiilerInnen ein leichteres Nachvollziehen der
Beweise ermdglichen. Zudem sind diese Beweise standig abrufbar und ihr Ablauf
standig nachvollziehbar, dies ist im Heft (am Papier) so nicht moglich, da zum
Beispiel die aufgeklebten Dreiecke den Werdegang der Darstellung nicht mehr zeigen.
(Partnerarbeit)

e Anwendung des Pythagoras in ebenen Figuren

Herausforderungen

e Pythagordische Tripel (Wahlaufgabe)
e Pythagorasbdume (Wahlaufgabe)

Lerninhalte, Methoden und Lernziele

Lerninhalt Lernziel

Geschichte und Leben von Personlichkeiten der Mathematikgeschichte kennen lernen
Pythagoras

Herleitung des Satzes von (Geometrische Darstellungen deuten kdnnen, Vermutungen
Pythagoras anstellen und formulieren kénnen

Beweise fiir den Satz des [eine Begrundung fur den Lehrsatz des Pythagoras verstehen
Pythagoras kdnnen, geometrische Darstellungen interpretieren kénnen
Anwendungen in den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen in ebenen Figuren
einfachen nutzen kénnen, Variablen als Mittel zum Beschreiben von
Aufgabenstellungen Sachverhalten und zum Lésen von Problemen verwenden kénnen
Pythagoreische Tripel und [Definitionen und Konstruktionsanleitungen verstehen und damit
Pythagorasbdume arbeiten kdnnen

Kombination der Medien

Im vorliegenden Lernpfad wird versucht, verschiedene Medien (PC, Heft, Buch, ...) zu
kombinieren. Gerade grundlegende geometrische Begriffe mussen auch durch ein haptisches
Erleben begriffen werden.
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Lernmedien der Schiuler/innen
Die Schilerinnen und Schiiler arbeiten bei diesem Lernpfad nicht nur mit dem PC, sondern
auch mit einem Seil (Seilspanner), mit Arbeitsblattern und dem Buch.

Leistungsbeurteilung

Bei diesem Lernpfad gibt es verschiedenste Moglichkeiten der Leistungsbeurteilung. Das
Arbeiten an den einzelnen Aufgabenstellungen kann im Rahmen der Mitarbeit bewertet
werden. Die Préasentation (Leben von Pythagoras) kann je nach Bedarf und Durchfiihrung
einen unterschiedlich hohen Stellenwert haben.

3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Der Vorteil des Medieneinsatzes liegt bei diesem Lernpfad sicherlich in der Mdglichkeit, die
Herleitung des Satzes von Pythagoras mit einem Video selbst zu erleben und das, so oft die
Schlerin bzw. der Schiiler es braucht.

Ferner werden drei interaktive Beweise mit dem haptischen Erleben und dem Nachvollziehen
auf Papier vorgestellt. Auch hier kénnen die Schilerinnen und Schler einzelne Denk- und
Lernschritte beliebige oft wiederholen.

Video zur Herleitung des Satzes von Pythagoras — Vermuten — Begriinden

~ Medienvielfalt im Mathematikunterricht
Medienvielfalt

im Mathematikunterricht |

T Der Satz von Pythagoras - Idee

FPythagaras
Leben von Pythagoras
Seilspanner
Satz von Pythagoras
Idee
Lésung

Ubungen « Schau dir das Video (ACHTUMG 8ME) genau an!
Beweise

Zahlentripel Die ldee dazu stammt von vs-fieinheubach
Pythagorashaume schaarschmidiisel.

Arwendungen in

ebenen Figuren + Schreib auf, was du siehst!

Abschluss
+ Yersuche den Sachverhalt mithilfe von Yanahlen zu

formulieren, dann hast du bereits den Satz von
Pythagoras!

Eine Kooperation von
ACDCA

GeoGebra

mathe online

Unterstdtzt vam
brn: bk

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 3



Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

£y
Madienvisifalt <

im Mathematikunterrichi |~
L

Pythagoras
Leben von Pythagoras
Seilspanner
Satz von Pythagoras
Ubungen
Bewsizse

Beweis 1

Beweis 2

Beweis 3
Zahlentripel
Pythagarasbiume
Arwendungen in
ebenen Figuren
Abschluss

Eine Kooperation von
ACDCA

Gealebra

mathe online

Unterstitzt vorm
brm: bk

Beweise erleben — verstehen

Medienvielfalt im Mathematikunterricht

Beweis 1

Bei diesem Bewels musst du die kleineren Quadrate aus- und zerschneiden und danach so ins grofe Cuadrat legen, dass es
gefullt ist.

Drucke dir das Arbeitsblatt aus!

B,

Schneide aus der grauen Figur die beiden kleineren Quadrate
aus!

Das grafere dieser zwei bereits ausgeschnittenen Quadrate
zerschneide nun entlang der eingezeichneten Linien!

Lege die vier Teile dieses Quadrats und das Keine Quadrat so in
das orange Quadrat, dass es gefllt istl

Schreib auf, was du mithilfe dieses ,Puzzles” gezeigt hast!

Formuliere erst mit Yvorten, dann mit Variablen!

Interaktiv findest du diesen Beweis auf der Website: http:/fwawy les co jpimathidavaigeoipytha2ipytha html

Spielerische Anwendungen des Satzes

N
Medienvielialt

im Mathematikunterricht |-

Pythagaras
Leben von Pythagoras
Seilspanner
Satz von Pythagoras
Ubungen
Beweise
Zahlentripel
FPythagarasbaume
Baurn 1
Baumn 2
Arwendungen in
ebenen Figuren
Abschluss

Eine Kooperation von
ACDCA

Gealsebra

mathe onling

Unterstitzt vom
brm: bk

Medienvielfalt im Mathematikunterricht

Pythagorashaum 1

(©)1997-2000 JES'

™ Cicle

AUf derWehsite httpoheneney ies co jpimathfjavaigeo’pytree/pytree hitml siehst du, wie sao ein Baum entstehtl
Zeichne selbst auf einern Blatt oder mit einer dynamischen Geometriesoftware so einen Baum!
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Vom Einfachen zum Komplexen

~ Medienvielfalt im Mathematikunterricht
Medienvielialt /_\

im Mamw\risl/i‘kunmmb{:_.-/ Quadrat

FPythagaras
Leben von Pythagoras
Seilspanner a
Satz von Pythagoras
Ubungen
Beweise
Zahlentripel
FPythagarasbaume . . .
Anwendungen in Gegehen ist ein Guadrat mit der Seitenlange al
ebenen Figuren
Rechteck s Gib eine Formel fir die Dizgonale des Quzdrats anl
Quadrat « Zeichne ein Qudrat mit der Seitenlange a = 7 cml
+ Berechne die Diagonale und vergleiche das Ergebnis mit deiner Zeichnung!

Gleichschenkeliges
Dreieck

Trapez

Deltoid

Léze die Aufgabe mithilfe van Geogehbral
Abschluss

Medienvielfalt im Mathematikunterricht

/
Medienvielfalt

{mmmmatikunmmbfnlj ~
. N = Wifenn c und h, gegeben sind, kann a berechnet werden|
2
:_pz_ [C
Pythagoras a=h +(2J
Iéz?lesr;:ﬁ:eb:'ythaguras = WWenn a und h_gegeben sind, kann a berechnet werden!
Satz von Pythagoras 5 5 oy
Ubungen a-h'= )
Beweise
Zahlentrips| = VWenn a und c gegeben sind, kann h, berechnet werden!
Pythagorasbaume . AT
Anwendungen in He a - (_J =h?
ebenen Figuren i
Rechteck
Guadrat
glri"cer;icmnke“ges In deinerm Schulbuch findest du sicher einige Beispiele zur Anwendung des Pythagoras in gleichschenkeligen Dreiecken.
TraneT
Medienvielfalt im Mathematikunterricht
Medienvialialt
im Mathematikunterricht |~ ~
o/ N
Die Diagonalen teilen das Deltoid in 4 rechtwinkelige Dreiecke
Fythagoras ¥
Leben von Pythagoras : o |
Seilspanner | |
Satz von Pythagoras : a a :
Ubungen : 2 ! « Je zwei Dreiecke sind kongruent.
Beweise g E b « ABE = ADE
Zahlentripal BESREE
Pythagorasbaume e Der Schnittpunkt der Digonalen halbiert die Diagonale f, jedoch nicht el
Anwendungen in » Uherdege, wie du den Satz von Pythagoras in den 4 Dreiecken anwenden kannst!
ebenen Figuren « Welche Beziehung gilt fur x, y und e?
Rechtack ¥ « Schreib deine Uberlegungen mit Worten und Variablen aufl
Quadrat b b
Gleichschenkeliges
Dreieck
Trapez
Deltoid £
Abschluss
In den Dreiecken BAE In den Dreiecken BEC Ubung 1:
— ) und AED gilt: und DEC gilt: Yon einern Deltoid sind die Langen der Seitena = 10, b =17 und die Lange,
Ag;@foperatlon el _ - der Diagonale f = 16 bekannt. Berechne die Lange der Diagonalen e und
iy « g istdie « histdie den Flacheninhalt des Deltnids
E?h o r?. Hypotenuse Hypotenuse
LRl s scund /2 sind die o yundfi2 sind die  Obung 2:
Uisisttistam Katheten Hatheten Von einem Deltoid sind die Lange der Seite a = 13 und diz Langen der
Bt e o a2 =d + (12)2 o 02 =32+ (f2)2 Diagonalen e = 14 und f = 24 hekannt. Berechne die Lange der Seite b und

den Flacheninhalt des Deltoids
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4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fir
Schiuler/innen

Die Arbeitsanweisungen fur die Schilerinnen und Schuler sind direkt in den Lernpfad
integriert, wie beispielsweise der folgende Screenshot zeigt.

Medienvielfalt im Mathematikunterricht
‘.‘Edienwalf;l[_ /_\ .
mmmgqnjfunmnm{__./ Abschluss
Mun hast du viel Ober den Satz von Pythagoras und seine Amwendungen in ebenen Figuren gelernt.
Pythagoras
Leben von Pythagoras | protelle zwei Merkblatter:
Seilspanner
Sat Pyth
U: Zvon Fythagoras s Satz von Pythagaras
ungen
; « Anwendungen des Satzes von Pythagoras
Beweise
Fahlentripel
Pythagorasbaume
Anwendungen in Suche dir aus deinem Schulbuch drei Textaufgaben zum Satz des Pythagoras.
ebenan Figuren Lose diese Aufgaben in Partnerarbeit!
Abschluss Uberprife deine Lésung mithilfe won Zeichnungen hzw. Skizzen!
Werwende dafir auch Geogehral
Eine Kooperation von Eigene Aufgaben erfinden
ACDCA
GeoGebra Erfindet in Partnerarbeit selbst zwei Beispiele, bei deren Lasung der Satz von Pythagoras anzuwenden ist.
mathe online Lost die Aufgaben!
Prasentiert die Beispiele und den Lasungsweg vor der Klassel
Unterstitzt vom Werdffentlicht eure Aufgaben und Ldsungswege eventuell in eurer Plattform!
brn: bk
Ein letztes Quiz!

4.2. Anleitungen fir Lehrer/innen

Der Satz von Pythagoras und seine Anwendung in der Ebene
eLearning-Sequenz

Das gesamte eLearning-Material ist auf:
http://www.austromath.at/medienvielfalt/materialien/pythagoras3/lernpfad/index.htm oder
http://www.informatix.at/pythag/ zu finden.

Der Lernpfad kann als Stationenbetrieb oder als ,,reine* eLearning-Sequenz, in der die
Schiler/innen ihr neu erworbenes Wissen selbststandig dokumentieren (handisch oder mit
dem Computer), durchgefihrt werden.

Bei Verwendung einer Lernplattform kdnnen Schiiler/innen ausgewahlte Ergebnisse dort
veroffentlichen.

Vorschlage fir Pflichtaufgaben:

Seilspanner (Seil oder Schnur in den Unterricht mitbringen!)

Satz von Pythagoras (Herleitung)

Ubungen

Beweis 1

Anwendung in ebenen Figuren (Ldsungen mussen von den Lehrenden vorbereitet werden)

IS

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 6
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Vorschlage fir Wahlaufgaben:

Leben von Pythagoras

Beweis 2 und Beweis 3

Zahlentripel (eventuell Erweiterung durch CAS oder Tabellenkalkulation)
Pythagorasbdume

Abschluss (mit Lernplakaten und Quiz)

aogrwpdPE

Zur Dokumentation empfiehlt sich das Anlegen einer Projektmappe, die von den
Schler/innen rechtzeitig abgegeben werden muss und nach folgenden Kriterien beurteilt
werden kann:

= Vollstandigkeit

= Ausflhrung

= Anzahl der Wahlaufgaben

= Gegebenenfalls — Prasentation zum Leben von Pythagoras

= Usw.

Bei Verwendung einer Lernplattform empfiehlt sich auch die Beurteilung der
Schler/innenaktivitaten innerhalb der Plattform.

Zum Beispiel:

= Aktivitat im Forum

= Hilfestellung fir andere Schuler/innen

= Usw.

4.3. Weitere Materialien
Weitere 19 Applets zum Beweis. http://www.ies.co.jp/math/java/geo/pythagoras.html

Pythagorean Theorem

g i

I orean Theoretn (1 Dethagoras Theoremi2
Pythagorean Theorem (3) Pythagorean Theorem (4
Pythagoras Theorem(S) Pythagorean Theorem(€)
Pythagrean Theorem{7) Pythagoras Theorem(8
% iz
Pythagorean Theorem [(9) Hyppocrates' lunar
Iinimum Distance Shortest Distance
~ it

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 7
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

5.1. Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Der Lernpfad enthélt alles: Erarbeiten neuer Inhalte, iben und vertiefen. Neben heuristischen
Phasen ist Beweisen ein Schwerpunkt . Dazu gibt es mehrere Angebote. Der didaktische
Kommentar vermittelt den Lehrer/innen einen gute VVorstellung vom Lernpfad. Lehrer/innen
werden (ber das technologische Umfeld informiert, es gibt jedoch keine Anleitungen.
Ansatzweise bestehen Verknipfungen zum Schulbuch.

Es gibt eine rudimentare Anleitung flr einen Stationenbetrieb mit VVorschlégen fir Pflicht-
und Wahlaufgaben. Fir die E-Learning-Sequenz gibt es ein allgemeines Drehbuch fir die

Lehrerin bzw. den Lehrer. Es gibt VVorschlé&ge fur Présentationen und die Einbindung einer
Lernplattform sowie zur Leistungsmessung und

-beurteilung.

In den methodischen Vorschldgen werden keine Lernziele formuliert. Die Formulierungen in
den methodischen Vorschlagen sind sehr offen, Plane miissen von den Lehrer/innen selbst
erstellt werden. Methodische Hilfestellungen werden immer wieder angeboten, z.B. zur
Erstellung einer Préasentation.

5.2. Zum Lernpfad selbst

Begriffe werden konsistent und korrekt verwendet. Der Begriff ,,Wurzel“ sollte
korrekterweise jedoch durch den Begriff ,,Quadratwurzel ersetzt werden. Mathematische
Lernziele werden nur indirekt formuliert.

Es gibt vielschichtige Angebote fiir verschiedene Lerntypen (Ausnahme: héren). Im Abschnitt
»Beispiele* werden nur visuelle Typen angesprochen. Hier sollte mehr Vielfalt und
Abwechslung erreicht werden.

Partnerarbeiten werden im Lernpfad angegeben. Bei der vorliegenden Version entscheiden die
methodischen Anleitungen der Lehrer/innen, ob und wie tiber Mathematik gesprochen wird.

Es gibt heuristisch-experimentelle Phasen. Die Exaktifizierung wird im Lernpfad nicht
ausreichend angeboten und muss, wenn gewunscht, vom Lehrer / von der Lehrerin
methodisch unterstitzt werden.

Vorwissen wird eher nicht aktiviert. Es werden verschiedenste Mdglichkeiten zur
Veranschaulichung genutzt. Wird in einer Aufgabenstellung eine Lernmethode verlangt, so
wird das Vorwissen dazu auch aktiviert.

Hilfestellungen zur Bedienung von GeoGebra sollten ergénzt werden. Die Verwendung eines
Computeralgebrasystems ist im Lernpfad derzeit noch nicht vorgesehen.

Differenzierungsmdoglichkeiten sind vorhanden, die Organisation dieser obliegt jedoch dem
Lehrer / der Lehrerin. Informationssuche kommt als Methode vor.
Arbeitsauforderungen befinden sich direkt im Lernpfad.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 8
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5.3. Zur Festigung und Uberpriufung von Wissen und
Leistungsmessung

Material fiir Ubungs- und Festigungsphasen ist ausreichend vorhanden. Hinweise fiir
Hauslbungen gibt es nicht.

Wissenstests mit Selbstkontrolle sind vorhanden, jedoch ohne Vielfalt (nur 4 Fragen zum
Ankreuzen). Zu vielen Aufgaben gibt es keine Lésungen.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schiiler/innen

Es gibt 242 Riickmeldungen von Schulerinnen und Schilern aus 9 Klassen.

50% der Schilerinnen und Schiiler geben an, regelmafig mit einem programmierbaren
Taschenrechner zu arbeiten. Dieses Ergebnis ist tGiberraschend, da in der Unterstufe
programmierbare Taschenrechner nur selten eingesetzt werden. Es liegt der Verdacht nahe,
dass von den Schilerinnen und Schiilern einfache Taschenrechner gemeint wurden (siehe
offene Frage zu den Arbeitsmitteln).

75% geben an, dass sie gerne wieder im Mathematikunterricht mit einem Lernpfad arbeiten
wollen:

14 Lernpfad_wieder

80—

60—

ja 1

nein 2

Prozent

40—

20—

0 T T T
1 2 Ubersprungen

14 Lernpfad_wieder

Die Einschatzungen zu mathematischem Tun, Lernen mit Neugier, individuellem Lernen usw.
sind Uberwiegend positiv und entsprechen dem Durchschnitt der gesamten Untersuchung.

Uber 50% geben an, mit dem Lernpfad zufrieden gewesen zu sein.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 9
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30—

25—

20 sehr zufrieden

eher zufrieden

unentschieden

15—

AWIN|EF

Prozent

eher
unzufrieden

10—

sehr unzufrieden | 5

[ 1]

T
Ubersprungen

0 T T T T
1 2 3 4

o1 -

29 Zufriedenheit

Zu den interaktiven Ubungen werden sehr oft die Beweise (gemeint scheinen die
Animationen), der Pythagorasbaum, der Film zum Satz von Pythagoras genannt.

Schiler/innenzitate: ,,Der Kurzfilm hat mir dabei geholfen den Satz von Pythagoras zu
verstehen.**

Positives Feedback:

Unter anderem werden genannt Quiz, Video, Animationen, Beweisen, Spiele, Prasentationen,
Seilspanner.

,.Mir hat gut gefallen, dass es Spa3 macht und man trotzdem etwas dabei lernt.**

Negatives Feedback:

Unter anderem wird angegeben, dass Losungen fehlen, Beweise werden als negativ
empfunden (aber seltener als bei den positiven Riickmeldungen). AulRerdem wird erwahnt,
dass zu wenig Zeit war. Auch die Erkldrungen waren manchen Schuler/innen nicht genau
genug.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras (7. Schulstufe) , Seite 10
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7. Uberblick tber den Erstellungsprozess

Fur den Erstellungsprozess wurden erst einmal viele bereits im Internet vorhandene
Materialien gesichtet und analysiert. Es musste weiters tberlegt werden, welche Lernziele
erreicht werden sollten. Dabei war vor allem wichtig, dass Schilerinnen und Schiiler nach
Absolvierung des Lernpfades mehr als das herkdmmliche c2 = a2 + b? wissen und behalten
sollen.

Im Anschluss an diese Materialsichtung erfolgte eine erste Grobplanung des Lernpfades.
Weiters wurde versucht, auch auf die Arbeit mit Lernplattformen Riicksicht zu nehmen und
derartige Aufgabenstellungen in den Lernpfad einzubetten. Diese mussten jedoch so
allgemein formuliert sein, dass sie auf unterschiedlichen Plattformen realisierbar sind.

Da in diesem Lernpfad auch das Leben von Pythagoras eine Rolle spielt und die Schilerinnen
bzw. Schiiler auch etwas Uber ihn in Erfahrung bringen sollte, erfolgte eine Recherche zum
benotigten Material. Im Anschluss daran musste das Material gesichtet und unter dem Aspekt
— Verstandlichkeit fir Schilerinnen und Schiler — geordnet werden.

Der nachste Schritt bestand in der ersten Umsetzungsphase des Lernpfades. Danach folgten
einige Uberarbeitungen — vor allem auch des Layouts — zur Anpassung an das vom
Medienvielfaltsprojekt verwendete.

Danach war zu uberlegen, an welchen Stellen dynamische Geometrie Systeme einzubauen
waéren. Derzeit wird in einem Lernschritt GeoGebra verwendet und den Schilerinnen bzw.
Schilern eine vorbereitet Datei zur Weiterarbeit zur Verfigung gestellt.

Ferner wurde tberlegt CAS im Bereich der pythagoreischen Tripel einzubauen. Was bis dato
aber noch nicht erfolgte. Es scheint so, als wiirde die doch in diesem kleinen Bereich recht
aufwendige Handhabung des CAS den Einsatz an dieser Stelle nicht rechtfertigen.
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Lernpfad: Pythagoras im Raum
8. Schulstufe

Autoren/innen: Anita Dorfmayr, Walter Klinger, Anton Nagl

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Ausgehend von dem schon vorhandenen Lernpfad Pythagoras 3. Klasse und einem
Stationenbetrieb zum Thema Pythagoras mit E-Learning — Elementen (ebenfalls fur die 3.
Klasse) war eine Umsetzung in Form eines Lernpfades winschenswert.

Der Lernpfad sowie drei didaktische Anleitungen fir mégliche Umsetzungen im Unterricht
wurden bereits im Rahmen des bm:bwk - Projektes CAV erstellt und erstmals getestet. Es
fehlte eine Uberarbeitung und Erweiterung, sowie ein didaktischer Kommentar.

2. Didaktischer Kommentar

Im Rahmen dieses Lernpfades sollen folgende Inhalte abgedeckt werden: Kennenlernen und
Nachvollziehen verschiedener Beweise, Ubungen zum raumlichen Vorstellungsvermaégen,
Anwendungen des Satzes von Pythagoras in Kérpern (Prismen, Pyramiden, Oktaeder und
Tetraeder), Herleiten des Katheten- und Hohensatzes

| Kurzinformation

|Schu|stufe \8. Schulstufe
Dauer 5 - 8 Stunden
\Unterrichtsfacher Mathematik

Dynamische Geometrie Software (z.B. GeoGebra), Applets (Java,

Verwendete Medien Flash), Internet

Technische Java, Flash Player, Internet, eventual Lernplattform
Voraussetzungen

|Autoren \Anita Dorfmayr, Walter Klinger
Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: GeoGebra (kostenlos von www.geogebra.at), Java
(kostenlos von www.java.com), Internet, eventuell Lernplattform

e Vorwissen der Schilerlnnen: Lehrsatz des Pythagoras und seine Anwendung in
ebenen Figuren, Volumen von Prisma und Pyramide

e Technisches Vorwissen der Schilerinnen: elementarer Umgang mit dem Internet und
einem DGS (z.B. GeoGebra), eventuell Umgang mit einem Forum in einer
Lernplattform
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Lerninhalte und Lernziele

| Lerninhalt

Lernziel

Herleitung des Satzes von
Pythagoras

Geometrische Darstellungen deuten kénnen, Vermutungen
anstellen und formulieren kénnen

Beweise fur den Satz des
Pythagoras

eine Begriindung fir den Lehrsatz des Pythagoras verstehen
kénnen, geometrische Darstellungen interpretieren konnen

Anwendungen in einfachen
Aufgabenstellungen

den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen in ebenen
Figuren nutzen kénnen, Variablen als Mittel zum
Beschreiben von Sachverhalten und zum Ldsen von
Problemen verwenden kénnen

Anwendungen in komplexeren
Aufgabenstellungen (Prisma,
Pyramide, Oktaeder, Tetraeder)

den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen in Korpern
nutzen kénnen, Variablen als Mittel zum Beschreiben von
Sachverhalten und zum Ldsen von Problemen verwenden

kdnnen, eigene Losungswege entwickeln kénnen

Katheten- und Hohensatz

Vermutungen anstellen und mathematisch exakt
formulieren kénnen, mathematische Zusammenhénge
begriinden kdnnen, argumentieren und exaktes Arbeiten,
Hohen- und Kathetensatz erkléaren und einen Beweis
prasentieren kénnen

Rechtwinkelige Dreiecke in
Korpern

Rechtwinkelige Dreiecke in Prismen und Pyramiden
mithilfe eines DGS einzeichnen kdnnen, rdumliches
Vorstellungsvermdgen entwickeln

Basteln eines Oktaeder-Skeletts [Raumliches Vorstellungsvermdgen entwickeln

Didaktischer Hintergrund

Der Lernpfad wurde zum selbststandigen Erarbeiten der Inhalte konzipiert. Besonderes
Augenmerk wurde auf die Verbindung von interaktiven Lernhilfen / Lernobjekten,
Dynamischer Geometrie und traditionellen Medien (Buch, Heft, Papier, Schere, etc.) gelegt.
Fur den Lernpfad wurden drei didaktische Konzepte (E-Learning, Stationenbetrieb, EVA-
Lernspirale) entwickelt und erprobt.

Einsatz im Unterricht

Grundsatzlich ware fir ein effizientes Arbeiten pro Schiiler/Schilerin ein PC notwendig;
allerdings ist auch eine Partnerarbeit an einem Gerdt bei entsprechender Abstimmung der
Lerngeschwindigkeiten der beiden Partner durchaus maoglich. Einzelne Module kénnen auch
ohne PC in der Klasse vorbereitet und / oder durchgefuhrt werden.

Verlaufsplan

Wo nicht anders angegeben, bleibt die Wahl der Sozialform den Schilerinnen und Schilern

Uberlassen.

Die drei Phasen miissen in der angegebenen Reihenfolge absolviert werden. Die einzelnen
Module einer Phase kdnnen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden.

Einstieg: Vorwissen / Voreinstellungen aktivieren

o Selfchecking Tests (Llckentexte, Zuordnungsubung)
e Lernprogramm zum SchlieRen individueller Wissensliicken
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o Multiple Choice Quiz: Aufgabenstellungen zum Erkennen geometrischer ebener
Figuren in raumlichen Situationen

Neuigkeiten: Neue Kenntnisse / Verfahrensweisen erarbeiten

o Katheten- und Hohensatz (Expertenmodell: Einzelarbeit — Partnerarbeit —
Gruppenarbeit — Présentation)

e Lernprogramm zur Anwendung des Satzes des Pythagoras in Pyramiden

e Dynamische Arbeitsblatter in einem DGS zur Schulung des raumlichen
Vorstellungsvermdgens

« Basteln eines Oktaeder-Skeletts (haptischer Zugang zur Schulung des raumlichen
Vorstellungsvermogens)

e Anwendungsaufgaben mit Text

Herausforderungen: Komplexere Anwendungs- / Transferaufgaben

o DGS-Aufgabe: Errichte tber den Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks gleichseitige
Dreiecke. Was fallt dir auf? Formuliere und beweise deine Entdeckung!

o Anwendung des Satzes von Pythagoras auf Tetraeder und Oktaeder: Oberflache und
Volumen

o Beweise: Perigal, Beweis mit Hilfe des Kathetensatzes

Kombination der Medien

Verschiedene interaktive Selfchecking-Tests ermdglichen den Schilerlnnen, zu Beginn dieses
Teils des Lernpfades den Status ihres Wissens, das VVoraussetzung fiir die weiteren
Lernschritte ist, festzustellen. In Kombination mit einem Lernprogramm, das die Inhalte der
7. Schulstufe abdeckt, konnen sie gegebenenfalls individuelle Wissensliicken schliel3en. Java-
Applets, ein weiterfuhrendes Lernprogramm sowie traditionell zu bearbeitende Arbeitsblatter
bieten verschiedene Zugénge zu Erweiterungen des Satzes des Pythagoras und dessen
Anwendung in Korpern. Zum Schulen des raumlichen Vorstellungsvermégens werden
dynamische Arbeitsblatter in einem DGS mit haptischen Aufgabenstellungen (Herstellung
eines Oktaeder-Skeletts kombiniert.

Lernmedien der Schilerinnen

Die Schiler arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Ihre Téatigkeiten und
Ergebnisse sollen sie auch auf Arbeitsbléttern oder in einem Heft festhalten. AuRBerdem kann
eine Lernplattform sinnvoll eingesetzt werden.

Leistungsbeurteilung

Neben einer Bewertung der Protokolle der Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen der
Mitarbeit (nach einem vereinbarten Punktesystem) erfolgt die Leistungsbeurteilung tber
entsprechende Schularbeitsbeispiele. Bei Verwendung einer Lernplattform sollte auch die
Beteiligung der Schilerinnen und Schuler am Forum (z.B. nach einem vereinbarten
Punktesystem) beurteilt werden.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Selbstéandiges Erarbeiten mit Hilfe eines interaktiven Programms

Die quadratische Pyramide

Die quadratische Pyramide
Die gquadratische Pyramide bestaht aus ainam s Dreieck
Quadrat ABCD mit der Seitenlénge a als MSF
Grundfidche sowie den vier gleichschenkeligen

Drejecken ABS, BCS, CDS und ADS als
Seltanfdchen,

Die Hishe h der Pyramide geht vom Mittalpunkl F
des Quadrats zur Spitze S und stehl normal auf
die Grundfldche, die Seitenkanten s gehen von
den Eckpunkten das Quadrats zur Spitza 5.

Die Hihe der Seltenfachendreiecke nennt man
hi.

Zur Berechnung der quadratischen Pyramide
braucht man den Lehrsatz des Pythagoras. In
einer quadratischen Pyramide gibt es
werschiedene rechtwinkelige Dreiecke. Durch
das Anklicken (linke bazw. rechie Maustaste) der
Schaltfidchen unter der Pyramide warden die
Drelecke gezeigl.

Uberlege, wo Katheten und Hypotenuse sind
und in welchem Punki der rechie Winkel istl

Dreleck M5F | Dreleck SBM | e
) ] w2\,

s Die quadratische Pyramide [ Die quadratische Pyramide

1. Grundaufgabe: Gogeben sind von siner quadratischan
Pyramide die Grundkantenlangs a = 3 cm und die Hohe
h=dcm

Gasucht sind Saltenkantsnlange s sowa Volumen und
Oberflachel

den
‘Echenkein s und der Hahe hy
Die Halfte ges gechscnen.
Wekgen bildet das rechbwinkeige
Drelech SEM, fir das git

\.f_'. L Rt

OrsieckABF | Dreleck BsF |

1. Grundaufgabe: Gogeben sind von siner quadratischan
Pyramide die Grundkantenlangs a = 3 cm und die Hohe
h=dcm

Gasucht sind Saltenkantsnlange s sowa Volumen und
Oberflachel

Barachni it a2 -:PLH'}E Buf mwel Nachkoenmasteiian Bar ot Azl -:PLH'}E Buf mwel Nachkoenmasteiian
speic Der den exakien Wert und rechne me dem ecakien speiche r den exakien Wert und rechne me gem ecakien
Wart wekeri) Gib dein Ergedns ain Wart wekeri) Gib dein Ergedns ain

d2= BT Jem d2= BT Jem

Leider falsch!

Richtig!
Als nachstes kannst ou 5 berecnnen

Lesder falscni
3 &= cm
C +- BN Lo

Um i 2w berechnen, gt es swel ver:

me lem rais

pirechne ne prildchie und Hichtig ist h = 4.27 em
ur Karfiralle kdicken!

Oberfiche | volumen |

“ s = @ =

Spezielle Pyramiden
Oktaeder TetraEufer

i MOgIcikeftin

Ein Oktaeder st sine quadrat: Ein Tetraedes 15t sine regelmalige
Doppelpyramide, bei der alle S dreiseitige Pyrarmide, bei dor alle Seiten
lang sind. gleich lang sind

Informationen zum Oktasder | Informationen zum Tetraeder

Abbildung 1: Mediator - Programm
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Selbststandiges Uberpriifen von Vorwissen - Quiz

Pythagoras - Wirrwarr

Zuordnungstbung

Der Lelrsatz des Pythagoras kam in fast allen ebenen Figuren formmuliert werden. Leider izt hier alles durcheinander geraben. Kamst du Ordming

schaffen? Konrolliere erst ganz zum Schluss!
Kontrolle E

© Dorfmayr 2004

rechbwinkeliges Dreieck mit Katheten x und z und
Hypotemise y

Rechteck mit Seiten a und ¢ und Diagonale b |

| Cuadrat mit Diagonale x und Seitenlange ¥ |

| Tuadrat mit Diagonale a und Seitenldange o |

rechwinkeliges Dreieck mit den Katheten a und b und
der Hypotemise o

Abbildung 2: Selfchecking - Quiz
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Handisches Anfertigen eines Oktaeders durch Computeranleitung

Schritt 1
Falte zuerst zwei Bergfalten horizontal durch die
Halbierungspunkte der Quadratseiten.
Drehe dann das Papier um und falte entlang der : .
Diagonalen.

Falte alle sechs Quadrate in der gleichen Art und
Weise. Achte besonders darauf, die Falten stark zu
machen!

Abb. 2 So sollen die Skelett-Teile aussehen

zuriick zu Skelett eines Oktaeders weiter zu Schritt 2
Abbildung 3: Oktaeder - Skelett - Schritt 1

Und nach mehreren Schritten sieht das Resultat folgendermafen aus:

By
AAIRY

éé Oktaeders

Abbildung 4: Fertiges Ietféin
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Selbststandiges Losen von Aufgaben — Selbstkontrolle

Arbeitsblatt:

Fuhre folgende Arbeitsauftrage durch:

1) Lies dir die Angabe genau durch und gib an, welche geometrischen Figuren
du bei dieser Aufgabenstellung erkennst!

Wo befindet (befinden) sich (ein) rechtwinkelige(s) Dreieck(e)? Zeichne diese
auf dem Arbeitsblatt ein!

Der Flachbogen einer Fensteroffnung soll eine Spannweite s von 1,40 m und einer Pfeilhdhe
h von 12 cm haben.
Wie muss der Handwerker Gaffnix den Radius r des Bogens in cm wahlen?

Spannweite s

2) Versuche eine Losung dieser Aufgabenstellung — zeichne dir das
rechtwinkelige Dreieck auf (runde auf cm!)

3) Kontrolliere deine Ldsung!
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Lésung Flachbogen

L
AN o, A -
— ISR |
Hi , 1
— ] o : T ]
v
- v
\/
Spannweite s
s i sl AT
(r-12@+702=r2
r-24r+ 144 + 4 900 = @ Handwerker Raffnix errechnet
5 044 = 24r einen Bogen mit dem Radius
2102=1 gyuce von 210 cm.
Gib die Lésung ein (runde auf 510 .
die Einerstelle):
b | %
il Losun%zelgen ’
N '_' ——

| Startseite || [ Enge ||

Abbildung 5: Mediator-Programm zum Vergleichen der Lsungen

4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fur
Schiuler/innen

E-Learning — Sequenz
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e-Learning - Sequenz \é
Pythagoras 3D ;\;}"
. W AN
Arbeitsplan

Alle Unterlagen findest du auf unserer Homepage: www.bgtulln.ac.at/~dorfmayriwebdf/

Die Projektmappe ist handisch oder am Computer zu fihren und enthalt:

= Arbeitsplan

= Zeitplan, auf dem mdglichst genau eingetragen ist, wann du was mit wem machen méchtest /
gemacht hast. Das Projekt dauert 5 Unterrichtsstunden, und dein Zeitplan hat schon folgende
Fixpunkte:

spatestens bis Montag, 13.12.2004: Hohen- und Kathetensatz: 1. Phase
am Donnerstag, 16.12.2004: Hohen- und Kathetensatz: 2. und 3. Phase
Grund: im Raum C3 ist keine Einzelarbeit méglich!

» Alle deine Aufzeichnunungen: Rechnungen, Merksdtze, Skizzen, Probleme, Hausubungen, ...
Achte besonders darauf, deine Projektmappe Ubersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf
Uberschriften, Beispielangaben, etc.

» Protokoll zu jedem Lernschritt mit den folgenden Inhalten:

- Titel des Lernschritis
kurze Beschreibung des Inhaltes
Hast du den Lernschritt in Einzelarbeit gemacht? Wenn nein, mit wem hast du ihn bearbeitet?
Wie lange hast du fiir den Lernschritt ungefahr gebraucht?
Hattest du Probleme mit dem Lernschrit? Wenn ja, welche?

Es gibt 4 Hausiibungen, die verschiedenen Themen zugeteilt sind. Die Beispiele findest du in deinem
Schulbuch. Uberlege selbst, wann du welche Haustbung machen kannst und teile dir die Arbeit gut ein!

Sollten Fragen bzw. Probleme auftauchen: Hilfe von Dr. Dorfmayr bekommst du in der Regel erst dann,
wenn du deine Frage auch im Diskussionsforum des Infoportals gestellt hast.

Zur Beurteilung des Projektes zihlen
» Projektmappe (Vollstiandigkeit, Ausfihrung, ...)
» Arbeitshaltung (Selbstandigkeit, Beteiligung am Diskussionsforum am Infoportal, ...)

» Hausibungen. Achte auch auf rechtzeitige Abgabe der Haustbungen!
» Freiwillige Zusatzibungen, wie Bonus-Hausilbungen oder 777

Die Projektmappe (mit Hausiibungen) muss vor den Weihnachtsferien abgegeben werden.

Viel Verniigen!

Abbildung 6: Informationsblatt fir Schiler/innen
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EVA - Lernspirale
Makrospirale

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

A 01 Pythagoras” Lieblingsdreieck - Liickentext

Pythagoras Wirrwarr - Zuordnungsibung

>
o

Eigenschaften eines Quaders - Luckentext

Pythagoras in Ebenen Figuren - Programm

Karmin a la Pythagoras

JEE

o1

0

A 06 Dl Uberall Pythagoras

Z
@D
c
@D
A
@D
>
>
—
2
(92}
wn
@D
~
<
D
-
—
QD
=)
-
@D
=]
=
@
w
@D
=]
D
-
jab]
-
o
@
—t+
@D
=]

A 07 Kathetensatz und Hohensatz

08 Pythagoras in Pyramiden - Programm

Suchen nach rechtwinkeligen Dreiecken

8

A 09

A 10 Bastelanleitung Oktaeder

A 11 7 Mal — Uberall Pythagoras

Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

1 Weitere schwierige Beispiel

g

Komplexere Korper: Oktaeder und Tetraeder

A 13
A 14 Beweis nach Perigal — Applet
A 15 Beweis mit Hilfe des Kathetensatz — Applet
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Mikrospirale zu Arbeitsinsel: 7 Mal — Uberall Pythagoras - Expertengruppen

Arbeits- Sozial- . , . .
schritte | Lernaktivitaten der Schiilerinnen form Zeit Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
Voraussetzung die Arbeitsinsel 6:“Erkennen der
geometrischen Figuren“ wurde bereits vorher gemacht GA/ Arbeitsbléatter entweder bereits
0 (Museumsrundgang). ausgedruckt oder sie werden jetzt
Plenum 9 J
Wenn nicht, dann kann auch damit erst bei dieser erst verwendet.
Arbeitsinsel begonnen werden
Zufallige Zuteilung
(eventuell den
Lose ein Beispiel (jede Schilerin/ jeder Schuler erhalt . o . Schwierigkeitsgrad
1 ein Arbeitsblatt) EA 10 Min. |7 Arbeitsblatter vorbereiten bekannt geben, damit
die Schuler auswéhlen
kénnen)
Alle mit derselben Aufgabenstellung vergleichen den
2 Losungsweg und das Ergebnis (Expertengruppen) GA 5 Min
Danach gemeinsame Kontrolle (Computer)
Treffen in der Basisgruppe (Mischgruppe).
3 Jeder bekommt die fehlenden Arbeitsblatter und GA 30 Min
erklart sein Beispiel und bekommt die anderen erklart
(Danach Kontrolle mit dem Computer mdglich!)
Vortrag Uber ein zufallig gewahltes Beilspiel vor der
4 Klasse (Skizze, Erklarung und Rechengang und Plenum |15 Min |Ev. Beamer Arbeitsblatt zeigen! | An der Tafel!

Ergebnisse)
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Offenes Lernen - Stationenbetrieb

Uberall Pythagoras

In diesem Projekt sind alle Stationen Selbstkontrolle! Du brauchst ein Quadermodell sowie dein Mathematikbuch! Alle Stationen findest du auf der
Lernplattform! Zeitplan: 3 Stunden im Informatiksaal, 1 Stunde in der Klasse.

Nr. Titel Aktivitat | gchiler- Arbeitsauftrag P/W Kontrolle
1 |Pythagoras’ = © © | starte den Lickentext und bearbeite ihn! Pflicht
Lieblingsdreieck
2 Pythagoras Wirrwarr = © © Starte die Zuordnungsiibung und bearbeite sie! Wahl
3 |Eigenschaften eines © © Starte den Lickentext und bearbeite ihn! :
Quaders ~— Pflicht
- Starte das Programm und bearbeite die Beispiele! Du brauchst ein
Pythagoras in ebenen .
4 Fi)iquregn Q\% B ©-——/© Blatt Papier, etwas zum Schreiben und deinen TR! Pflicht
A © (© | Startedie Station und fuhre die Anweisungen durch! Die ausge-
5 | kamin a la Pvthagoras - 13‘ S— druckten Vorlagen befinden sich in der Mappe! Du brauchst eine Wahl
yihag = oder © | gchere!
8 Pythagoras in % © © Starte das Programm und bearbeite die Beispiele! Du brauchst ein _
Pyramiden = B — Blatt Papier, etwas zum Schreiben und deinen TR! Pflicht
_ . . . : : | :
9 | Suche nach recht- © (© | Starte die Station und fiihre die Anweisungen durch! (Wenn du mit Wahi

dem Programm ZuL nicht zurechtkommest, schaue dir nur die
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winkeligen Dreiecken

Lésungen an!)

© © Hole dir die Arbeitsblatter aus der Mappe aus und I6se die ge-
11 | (perall Pvthagoras =] % B — stellten Aufgaben. Zur Kontrolle starte die Station und gehe auf Pilicht
ymag oder © ,Losungen®.
13 Oktaeder und % © © Starte die Station und fiihre die Anweisungen durch! Hilfe im Buch
Tetraeder @ ~— Seite 183 und Seite 184! Voraussetzung: Station 8 Wahl
F ~ E
14 | Beweis nach Perigal = © © Starte das Applet und fiihre die Anweisungen durch! Wabhl

Die Projektmappe muss spatestens am 24.2. abgegeben werden! (Die HU kann schon friiher abgegeben werden!)

Deine Projektmappe enthalt:
o0 Alle deine Aufzeichnungen (Rechnungen, Merksétze, Skizzen, Probleme, Haustibungen, ...) Achte besonders darauf, deine Projektmappe

ubersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf Uberschriften, Beispielangaben, etc.
0 Protokoll zu jeder Station mit den folgenden Inhalten: Titel des Lernschritts, kurze Beschreibung des Inhaltes. Mit wem hast du den
Lernschritt bearbeitet? Wie lange hast du fiir den Lernschritt ungefahr gebraucht? Hattest du Probleme mit dem Lernschritt? Wenn ja,

welche?

0 Hausuibung: 659 a, 671, 676 b (Quader) und 681, 683 a, 686 b, 689 a (Pyramide) sowie 696 b, 700 a (Bonusbeispiele)

Zur Beurteilung des Projektes zahlen: Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausfiihrung, ...), Arbeitshaltung, Hausiibung (achte auch auf rechtzeitige

Abgabe der Hausubung), freiwillige Zusatziibungen (Wahlstationen, Bonus-Haustibung)

Viel Vergnigen!

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Pythagoras im Raum (8. Schulstufe) , Seite 13




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

4.2. Anleitungen fir Lehrer/innen

Der Lehrer / die Lehrerin wéhlt aus den drei angebotenen didaktischen Umsetzungs-
maoglichkeiten eine aus.

5. Ergebnisse der internen Evaluation

Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Der Lernpfad vertieft und bt den Satz von Pythagoras, die rdumliche Anwendung ist neu.
Lerninhalte und Lernziele werden ausreichend angefiihrt, notwendiges VVorwissen angefuhrt
und adaquat formuliert. Es gibt keine neuen Begriffsbildungen, aber Prazisierungen. Uber das
technologische Umfeld wird informiert. Ankniipfungspunkte zu Schulbiichern gibt es in den
Arbeitsplanen.

Methodische Vorschlage gibt es als E-Learning-Sequenz, zu Stationenbetrieb und als
Lernspirale (fir die nur einige Arbeitsinseln ausgefihrt sind). Zu Stationenbetrieb und E-
Learning-Sequenz sind Arbeitsplédne vorhanden. Die Lernspirale ist lernzielorientiert,
Stationenplan und E-Learning-Arbeitsblatt handlungsorientiert. Die Vorschlage sind flexibel,
dartiber hinaus werden den Lehrern und Lehrerinnen sogar Leerformulare fur Lernspiralen
angeboten.

Zum Lernpfad selbst

Inhalte und Begriffe werden korrekt und konsistent verwendet. Lernziele werden im Lernpfad
fiir Schalerinnen und Schiler nicht transparent gemacht. Es gibt konkret-operative Phasen, bei
den Lerntypen werden bildhaft, lesend, schreibend und aktives Tun angesprochen.

Es gibt ausreichend Anleitungen und Mdglichkeiten, tber Mathematik zu sprechen sowie
heuristisch-experimentelle Phasen. Beweise werden darlber hinausgehend eher nicht
exaktifiziert. Veranschaulichungen werden sehr intensiv genutzt.

Notwendige methodische Vorkenntnisse und Fertigkeiten werden teilweise aktiviert.
Anleitungen zu Arbeitsformen und Dokumentation sind (vor allem in den Drehbuchern)
ausreichend vorhanden. Differenzierung ist moglich, es gibt ausreichend Wahlaufgaben bzw,
Zusatzmaterial. Informationssuche wird im Expertenmodell zum Kathetensatz mit Hilfe des
Schulbuches verlangt.

Die Gliederung ist tbersichtlich. Zusammenfassungen von Wissen gibt es nicht.
Handlungsanweisungen zu Applets und anderen dynamischen Elementen sind vorhanden, in
einzelnen Fallen moglicherweise nicht ausreichend. Lernschritte und Tatigkeiten sind sowohl
im Lernpfad als auch in den Drehbiichern vorhanden.

Zur Festigung und Uberpriufung von Wissen und
Leistungsmessung

Hinweise zur Leistungsmessung und Leistungsbeurteilung sind in den Drehbtichern
vorhanden. Ubungs- und Festigungsphasen sind vorhanden. Fehlerdiagnose und nachtragliche
Wissensuberprifung sind nicht vorgesehen.
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6. AuRere Evaluation / Feedback der Schuler/innen

66 Schiiler/innen aus 3 Klassen haben teilgenommen.
Die Arbeitsform Partnerarbeit kennen etwa 95% der Schiler/innen aus dem
Mathematikunterricht. Dies sind etwa 10 Prozentpunkte mehr als im Durchschnitt.

70% der Schilerinnen und Schiiler geben an, mit programmierbarem Taschenrechner zu
arbeiten, wobei dieser Wert nicht realistisch erscheint (siehe offene Frage ,,Andere
Arbeitsweise*). Moglicherweise meinen die Schiler/innen numerische Taschenrechner.

Das Layout findet mit 70% Gefallen. Die Sprache des Lernpfads wird als etwas verstandlicher
empfunden als im Durchschnitt.

Etwa 60% geben an, den Lernpfad auch zu Hause verwendet zu haben. Dies hebt sich deutlich
vom Durchschnitt ab (siehe Abbildung 7). Dasselbe gilt auch fir die Frage, ob der Lernpfad
auch zum Uben fiir die Schularbeit verwendet wird. Fast 70% der Schiiler/innen geben an,
dass sie dies getan haben bzw. beabsichtigen (siehe Abbildung 8).

13_Zuhause
sehr oft 1
40 oft 2
manchmal 3
Nie 4
30
IS
&
O 20
o
104
0 T T T T
1 2 3 4
13_Zuhause

Abbildung 7: Ich habe auch zu Hause mit dem Lernpfad gearbeitet.
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Abbildung 8: Ich habe / werde den Lernpfad zum Uben fiir die Schularbeit verwenden.

Der Lernpfad wird von allen Schilerinnen und Schilern verstanden. Fast 60% stimmen zu,
dass das Verstehen mathematischer Inhalte beim Bearbeiten des Lernpfades wichtig war, dies
sind mehr als im Durchschnitt.

Auffallig ist, dass unterdurchschnittlich wenige Schiler/innen mit anderen kommuniziert
haben und Austausch an Hilfe erlebt haben (siehe Abbildungen 9 und 10). Als Ursache fir
diese Ruckmeldungen kann vermutet werden, dass zwei Mediator-Programme im Lernpfad
auf individuelles Lernen abzielen. Gemeinsames Arbeiten wird von tberdurchschnittlich
vielen als sehr zutreffend erlebt, von einigen aber als véllig unzutreffend.
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Abbildung 9: Beim Durcharbeiten des Lernpfades war es méglich, mit anderen Schiler/innen Gber die
mathematischen Inhalte zu sprechen.
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Abbildung 10: Bei der Arbeit mit diesem Lernpfad war es selbstverstandlich, Mitschiller/innen beim
Verstehen zu helfen und selbst, wenn nétig, Hilfe zu bekommen.

Die Schiler und Schilerinnen sind tiberwiegend zufrieden mit dem Lernpfad.

Ausgewahlte Antworten der Schuler/innen auf offene Fragen:

Interaktive Ubungen: ,,Ein Ergebnis hat nicht gestimmt und ich habe auf meine Rechnung
vertraut.” (Zitat eines Schilers / einer Schilerin im Rickmeldebogen)
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Positives Feedback: Zusammenarbeit und Kommunikation werden auffallend oft genannt.
Negatives Feedback: Einige Schiiler/innen Kritisieren, dass ihre Mappen zu streng korrigiert
wurden. Mehrmals wird Larm als negativ flir den Lernprozess genannt.

7. Uberblick tber den Erstellungsprozess

Wie bereits erwéhnt, wurde dieser Lernpfad bereits im Rahmen des Projektes CAV erstellt
und getestet. Fur das neue Projekt wurden der didaktische Kommentar verfasst und im
Bereich der Anwendungs- und Transferaufgaben geeignete Beispiele ergénzt. Diese
Tatigkeiten erforderten nur ein Treffen, der zeitliche Aufwand war daher sehr gering.
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Lernpfad: Zylinder — Kegel — Kugel
8. Schulstufe

Autorin: Mag. Evelyn Stepancik

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Berechnungen an Kérpern und solchen mit kreisférmiger Grundflache stellen in der gesamten
Unterstufe einen wichtigen Bereich dar. Sehr oft wird dabei mit real vorhandenen Modellen
gearbeitet. Die Erweiterung eines solchen Unterrichts um virtuelle Modelle, die sich bewegen,
scheint eine Bereicherung zu sein.

2. Didaktischer Kommentar

Der Lernpfad wurde zum selbststandigen Erarbeiten der Inhalte konzipiert. Besonderes
Augenmerk wurde auf die Verbindung von Visualisierung und haptischer Erfahrung sowie
eigenstandiger Erarbeitung der Formeln gelegt. Der Lernpfad deckt die wichtigsten Inhalte
zum Zylinder, Kegel und der Kugel ab.

Kurzinformation

Schulstufe 8. Schulstufe (4. Klasse AHS / HS)

Dauer 8 - 10 Unterrichtsstunden

Unterrichtsfacher Mathematik (eventuell Geometrie)

VVerwendete Medien Internet

Technische Internetexplorer (andere Browser liefern moglicherweise keine
\/oraussetzungen optimale Darstellung)

Autorin Evelyn Stepancik

Technische Voraussetzungen:

Umgang mit dem Internet.

Empfohlene Browser - Internet Explorer bzw. Mozilla Firefox. Bei Netscape kann es
gelegentlich zu Darstellungsschwierigkeiten kommen.

Fachliche Voraussetzungen:
Kreis, Kreisflache, Kreisumfang, Kreisbogen, Kreissektor.
Prismen: Rauminhalts- und Oberflachenformeln.

Methodische Voraussetzungen:
Informationen selbststandig erfassen und schriftlich festhalten konnen.
Bastelanleitungen folgen kénnen.
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Lerninhalte, Methoden und Lernziele

Lerninhalt Lernziel

Formeln fiir die Berechnung von Umfang und Flacheninhalt
des Kreises wissen und anwenden kénnen

Oberflachenformel der Korper
herleiten und anwenden kénnen
\olumsformel der Korper
herleiten und anwenden kénnen
Kdorper eigenstandig anfertigen
koénnen

Formeln fiir die Lénge eines Kreisbogens und fiir die
Flacheninhalte von Kreisteilen anwenden konnen

Formeln fiir die Berechnung der Oberflache und des
\Volumens von Drehzylindern und Drehkegeln sowie fiir die
Kugel erarbeiten und nutzen kénnen

Kombination der Medien
Im vorliegenden Lernpfad wird versucht, das selbststdndige Herstellen der verschiedenen
Kaorper durch animierte Visualisierungen zu unterstitzen.

Lernmedien der Schler/innen
Die Schilerinnen und Schiiler arbeiten bei diesem Lernpfad nicht nur mit dem PC, sondern
auch mit Bastelanleitungen.

Leistungsbeurteilung

Bei diesem Lernpfad gibt es verschiedenste Moglichkeiten der Leistungsbeurteilung. Das
Arbeiten an den einzelnen Aufgabenstellungen kann im Rahmen der Mitarbeit oder mittels
einer Projektdokumentation bewertet werden.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Animierte Bilder fordern das Verstehen

media

Individuell einblendbare Lernhilfen

DRUCKEN

DRUCKEN LEKTION | Lésung 1 | Anlei &sung z
Y

Du brauchst:

Papier {schdn ware b
Schere

Klebstoff

Dreieck

Zirkel

10 em 10 em

. Schritt:
® Zeichne einen Kreis m
2. Schritt:

® Zeichne nun einen Red
beachten!)

3. Schritt:

Jetzt musst du einige
Berechne den Umfang| <
Berechne den Flache

Berechne den Flacheninhalt des Rechtecks!
Kontrolliere deine Lisung! Du findest sie im Bereich "Themen" unter Ldsung 2!

4.5chritt:

wod das Bechteck sycammen, sodage sin Zyulinder entstebt! pot
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Anwendungsorientierte Aufgabenstellungen

DRUCKEN

2. Aufgabe: Die Oberfliche eines Drehzylinders betrdgt 659,74 cm?2, Der Radius ist
7 cm. Berechne die HShe dieses Zylinders und das Volumen!

3. Aufgabe: Eine Litfasssaule ist 2,6 m hoch und hat einen Durchmessar
won 1,4 m.

Wie grofB ist die Werbeflache, wenn der Sockel bis zu einer Hohe von 40 cm nicht
beklebt wird?

4. Aufgabe: Der Wassertrog einer Yiehtranke hat die Form eines Halbzylinders.

wie wiel Liter fasst die Tranke, wenn sie randvoll ist?

5. Aufgabe: In einem antiken Tempel sollen 5 zylindrische Saulen (Durchmesser 80
cm, HShe 5,5 m) durch Kopien ersetzt werden.

Wie viele m3 Beton sind dazu ndtig?
Wie viele kg Farbe wird bendtigt, wenn mit 0,6 kg Farbe pro m? gerechnet wird?

Wie schwer ist eine Saule, wenn die Dichte von Beton 2000kg/m® betragt?

4. Drehbuch / Drehbiucher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fir
Schiler/innen
Die Arbeitsanweisungen fur die Schilerinnen und Schiler sind im Lernpfad integriert.

Du brauchst:

Papier {schin ware buntes Papier)
Schere

Klebstoff

Dreieck

Zirkel

1. Schritt:

= Zeichne einen Kreis mit Radius r = 3cm, (Kleberand beachten!)

2. Schritt:

= Zeichne nun einen Rechteck mit einer Lange von 18,8 cm und einer Breite von & cm, {(Kleberand
beachten!)

3. schritt:

Jetzt musst du einige Dinge berechnen, dann erst klebe den Zylinder zusammen!
Berechne den Umfang des Kreises mit dem Radius r = 3cm!

Berechne den Flacheninhalt des Kreises mit dem Radius r = 3cm!

Berechne den Flacheninhalt des Rechtecks!

Kontrolliere deine Lésung! Du findest sie im Bereich "Themen" unter Lisung 2!

urn

e der Kugel

4.5chritt:

» Klebe den Kreis und das Rechteck zusammen, sodass ein Zylinder entsteht!

media
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4.2. Anleitungen fir Lehrer/innen
Offenes Lernen — Drehzylinder, Drehkegel und Kugel

1 | ©E Drehzylinder | Selbststandiges Herleiten der Formel fir die PA | SK
Oberflache und das VVolumen
2 |® Drehzylinder | Ubungen zum Drehzylinder PA | SK
3 | © | Drehzylinder | Zusitzliche Ubungen EA | LK
4 | ® Drehkegel Selbststandiges Herleiten der Formel fiir die PA | SK
Oberflache und das Volumen
5 |® Drehkegel Ubungen zum Drehkegel PA | SK
6 | © | Drehkegel Zusétzliche Ubungen EA | LK
7 |® Kugel Herleitung der Formeln PA | SK
Lies das Arbeitsblatt genau durch und besprich
die Inhalte mit deinem Partner / deiner
Partnerin.
Versuche, die Herleitung der Formel fiir das
Volumen der Kugel mit eigenen Worten zu
formulieren!
8 |® Kugel Ubungen zur Kugel EA | LK
9 |© Zusammen- | Erstelle eine Formelsammlung zum Kreis, EA | LK
O | fassung Zylinder, Kegel und Kugel

4.3. Weitere Materialien
Keine weiterfiihrenden Materialien vorhanden.

5. Ergebnisse der internen Evaluation

5.1. Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Es werden neue Inhalte erarbeitet, aber auch vertieft und getibt. Lerninhalte und Lernziele
werden angefuhrt. Vorwissen wird angemessen angeftihrt und formuliert, es sollten allerdings
die Lernziele zum Kreis als VVorwissen ausgewiesen werden.

Die Ubungen sind gut gewahlt, werden aber nicht dynamisch unterstiitzt. Begriffe werden
prazisiert, den Schulerinnen und Schilern wird jedoch nicht durchgehend die Mdglichkeit
geboten, die Begriffe selbst zu entdecken.

Der didaktische Kommentar ist kurz, biindig und verstandlich.

Bei diesem Lernpfad wird nur das Internet genutzt, daher gibt es keine weiteren
technologischen Tipps. Technologisch gibt es die Mdglichkeit (roter Button am rechten
Rand), Tipps zu Problemen einzuftigen. Diese Mdglichkeit wurde aber noch nicht
verwirklicht.

Anknupfungspunkte zu Schulbichern sind vorhanden.

Als methodischen Vorschlag gibt es einen Plan fur offenes Lernen, dieser befindet sich im
Downloadbereich. Andere methodischen Vorschléage sind direkt im Lernpfad enthalten. Der
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Plan fur offenes Lernen ist verstandlich. Flr Neueinsteiger gibt es jedoch keine Anleitung zur
Methode ,,Offenes Lernen oder Zeichenerklarung.
Die Anleitungen sind im Allgemeinen handlungsorientiert.

Folgende technologische Tipps kénnten noch ergénzt werden:

Falls beim Offnen das Bild zu klein erscheint, kann durch ,, Aktualisieren“ das Bild
vergroRert werden.

Am rechten Rand befindet sich ein roter Button, mit dem Hilfestellungen zu
Vorwissen eingeblendet werden kénnen oder Lésungen angeboten werden. Allerdings
muss auch direkt in den Aufgaben auf die angebotene Ldsung hingewiesen werden.

Einige Tippfehler auf der Startseite sollten ausgebessert werden.

5.2. Zum Lernpfad selbst

Mathematische Begriffe werden korrekt und durchgéngig verwendet. Lernziele werden im
Lernpfad fur Schilerinnen und Schiler nicht transparent gemacht.

Beim Entwickeln von Formeln werden vor allem visuelle Lerntypen angesprochen, allerdings
wird im Kommentar darauf verwiesen, Modellkorper zu verwenden. Bastelauftrage fir
aktives Tun sind mehrfach vorhanden.

Sprechanlasse flir Schiler/innen tiber mathematische Inhalte missen vom Lehrer bzw. der
Lehrerin angeregt werden.

Es gibt ansatzweise heuristisch-experimentelle Phasen, die teilweise nicht dynamisch
unterstitzt werden. Die hergeleiteten Formeln werden angewendet, eine weitere
Verallgemeinerung ist in dieser Phase nicht zielfuhrend.

Vorwissen (Formeln zum Umfang und Flacheninhalt des Kreises und Rechtecks) wird nicht
aktiviert, auch wenn es im Lernschritt ,,Bastelanleitung fir Drehzylinder leicht erganzbar ist
(z. B. ,,Schlag im Schultibungsheft nach!*)

Es gibt einige Anleitungen zu Arbeitsformen im Stationenplan.

Differenzierung ist nicht vorgesehen, Zusatzaufgaben sind nicht vorhanden.
Informationssuche wird nicht verlangt.

Die Gliederung ist gut.

Dynamische Ubungen oder Applets sind nicht vorhanden.

Arbeitsaufforderungen fiir Tatigkeiten oder einzelne Lernschritte finden sich teilweise im
Lernpfad sowie im Stationenplan.
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5.3. Zur Festigung und Uberprifung von Wissen und
Leistungsmessung

Ubungsphasen und Festigungsphasen sind vorhanden, aber keine Hinweise auf
Hausubungsbeispiele.

Madglichkeiten zur Selbstkontrolle und Wissensuberprifung sind nicht vorhanden.
Es gibt keine VVorschlage zur Leistungsmessung und Leistungsbeurteilung.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Testlehrer/innen und
Schuler/innen

Entfallt wegen zu geringer Riickmeldungen.

7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Zu Beginn des Erstellungsprozesses wurde Uberlegt, was einen virtuellen Lernpfad zum
Thema ,,Zylinder — Kegel — Kugel* auszeichnen kdnnte. Bald war klar, dass dies vor allem
animierte Darstellungen von kreisformigen Kdrpern sein kdnnten. Die im Unterricht dann mit
realen Kdrpern zu kombinieren wéren. Also wurden bereits im Internet vorhandene
Materialien analysiert, um festzustellen, ob sie ein anregendes Lernmaterial fiir Schilerinnen
und Schuler darstellen. Da im Internet kaum animierte Darstellungen von kreisférmigen
Kaorpern flr den Bereich der Sekundarstufe 1 zu finden waren, wurde es nétig selbst welche
zu erstellen. Zudem sollte eine anregende Gestaltung und Gliederung des Lernpfads ein
Erarbeiten des Wissens in einzelnen wohl portionierten Lernschritten erméglichen. Somit
entstand eine erste Grobplanung zum vorliegenden Lernpfad.

In weiterer Folge wurden die einzelnen Lernschritte ausgearbeitet und die benétigten
Visualisierungen (animierte wie nicht animierte) erstellt. Diese Téatigkeit erwies sich als
besonders zeitaufwandig.

Danach galt es noch, den Lernpfad mit interessanten, anwendungsorientierten Aufgaben
anzureichern. Hierfiir wurden vorhandene Materialien (Schulbicher, Internet) als Inspiration
zu Rate gezogen. Diese Orientierungen machten es maoglich, den Lernpfad mit ansprechenden
Aufgabenstellungen abzurunden.
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Lernpfad: Beschreibende Statistik
8. Schulstufe

Autoren/innen: Mag. Gabriele Bleier, Dr. Franz Embacher,
Mag. Evelyn Stepancik

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewahl|t?

Die beschreibende Statistik ist ein bedeutendes, aber leider oft auch vernachlassigtes Kapitel im
Mathematikunterricht der 8. Schulstufe. Interessante statistische Daten bzw. Datenmengen
lassen sich kaum héandisch bewaltigen und regen somit unmittelbar zur Verwendung von
Technologien an. Dariber hinaus soll im Bereich der beschreibenden Statistik aber nicht nur
eine Schulung zur Handhabung der Software und Bewaltigung der Daten erfolgen, sondern
auch ein Verstehen der Begriffe und bendétigten Formeln erreicht werden. Das interaktive
Experimentieren mit Applets, Daten bzw. Datensétzen kann den Schilerinnen und Schilern ein
gutes Gefuhl fur Ausreiller und die Relevanz statistischer Zentralmale vermitteln. In der
8.Schulstufe soll die Basis fur vertiefende Betrachtungen in der Oberstufe gelegt werden.

2. Didaktischer Kommentar

Der Lernpfad baut auf folgenden VVorkenntnissen ,,Diagramme erstellen, lesen, deuten; intuitive
Vorstellung vom Mittelwert” auf. Die neuen Begriffe ,,arithmetisches Mittel und seine
Eigenschaften; Median und seine Eigenschaften; Quartile; Boxplot; Standardabweichung*
werden von den Schiiler/innen eigenstandig und in verschiedenen Sozialformen erarbeitet.
Flashanimationen sollen einem tieferen Verstandnis der oben angefiihrten Begriffe dienen.
Erarbeitungs- und Ubungsbeispiele (auch mit groBen Datensétzen) konnen mit verschiedenen
Medien (Papier, CAS-Rechner, Excel) geldst werden und, wo nétig, werden Hilfestellungen zur
Handhabung dieser Medien angeboten. Das kritische Betrachten und Vergleichen
verschiedenster Kennzahlen soll zum besseren Verstandnis dieser beitragen.

Kurzinformation

Schulstufe 8. Schulstufe

Dauer 6 - 8 Stunden

Unterrichtsfacher Mathematik, Informatik

Verwendete Medien Internet, CAS, Excel

Technische Voraussetzungen|Web-Browser, Flash

Autorlnnen Gabriele Bleier, Franz Embacher, Evelyn Stepancik
Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: Umgang mit dem Internet und Flash-Animationen,
geringe Kenntnisse von CAS oder Excel, (eventuell) Lernplattform. Fiir den Film (im
Abschnitt Standardabweichung) ist die Benutzung von Kopfhérern vorzusehen.
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e Fachliche Voraussetzungen: Diagramme lesen und deuten, Daten der GroRe nach
ordnen, Mittelwert (arithmetisches Mittel) intuitiv begreifen, negative Zahlen kennen,
Quadratwurzel ermitteln kénnen

e Methodische Voraussetzungen: Informationen selbststdndig schriftlich festhalten
konnen, mit Partner und in Gruppe arbeiten kdnnen, Methoden zur Partner- und
Gruppenfindung kennen, Ergebnisse prasentieren kdnnen, (eventuell) das Arbeiten mit
Lernplattformen

Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt Lernziel

Mittelwert

Median Untersuchen und Darstellen von Datenmengen unter

Quartile Verwendung statistischer Kennzahlen (zB.:

Boxplot Mittelwert, Median, Quartil)

Standardabweichung

Mittelwert - Aufgabe 6 und 7 Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen,
Formeln

In vielen Aufgabenstellungen planmaRigen Nutzung von elektronischen Hilfen
beim Bearbeiten von Fragestellungen der
Mathematik

Durchgéngig im Lernpfad enthalten| Lesen mathematischer Texte, Fachsprache

Einsatz im Unterricht

Viele Aufgabenstellungen vor allem jene im Erarbeitungsbereich kdnnen von den Schiilerinnen
und Schilern in Partnerarbeit absolviert werden. Die Aufgaben, deren Losung jedoch die Arbeit
am PC erfordern, sind im gunstigsten Fall in Einzelarbeit zu erledigen.

Kombination der Medien

Dieser Lernpfad inkludiert die Kombination verschiedenster Medien. Zum einen werden Flash-
Animationen mit Aufgabenstellungen kombiniert, um ausgehend von den intuitiven
Vorstellungen der Schiiler/innen die neuen mathematischen Begriffe zu exaktifizieren, zum
anderen werden Aufgabenstellungen gegeben, deren Lésung nur mit einem elektronischen
Hilfsmittel sinnvoll machbar ist. Die Notwendigkeit zur Verwendung einer Tabellenkalkulation
ist den Aufgabenstellungen also inhdrent.

Lernmedien der Schiler/innen

Beim Absolvieren dieses Lernpfads haben die Schiillerinnen und Schiler die Mdglichkeit, mit
unterschiedlichen Lernmedien (Papier, Computer, ...) zu arbeiten.

Leistungsbeurteilung

Fur die Beurteilung des Lernprozesses empfiehlt es sich, eine Bewertung der
Schilerlnnenaktivitaten im Rahmen der Mitarbeit vorzunehmen. Ebenso kénnen die von den
Schilerinnen und Schiilern erstellten Dokumentation (des Portfolios) und eventuellen Arbeiten
auf der Lernplattform Rahmen der Mitarbeit beurteilt werden.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Interaktive Lernhilfen helfen beim Verstehen zentraler Begriffe

Aufgaben | Was ist der Mittelwert? Box-Plots

-2

Beispiel __ Plot

| Clear |
| Clear |
Mittelwert von Zahlen | clear |

Realistische Daten vermitteln die Nahe zur Alltags- und Lebenswelt

LiLs - x
A |8 [ ¢ o] E [ F | & [ W [ v | 4 | K [F

%Miltelburgenland |5'D5?:§gg5| Die Tabelle enthalt die Bevﬁlkgrungszahlen won
= Osterreich geordnet nach Regionen.
| 3 |Mordburgenland 140876 Das Dat t den Stichtag dar Z&h!
(4 |Sudburgenland 98457 as Datum zeigt den Stichtag der Zihlung an.
2| Mostertel Bisenrzen = Dis Daten stammen von STATISTIK AUSTRIA
LSankt_F'olten LPLs Y 1.) Sortiere die Daten der Grdlie nachl
| B Waldviertal = 2.) Ermittle die durchschnittliche Einwohnerzahl der
9 WWeinviertel 123786
110 Wiener Umnland/Mordteil 275246 fejonen!
1 Wisner Umland/Sidtei 283335 3.) WWie viele und welche Regionen weichen vom
12 wian 1550123 Durchschmttswgn aus 2.) besonders sta.rl-( ab.?
| < : o
|13 Klagenfut-vilach FE7IT 4.) WWelche Region liegt am nachsten beim Mittehwert
|14 |Oberkarnten 131749
|15 |Unterkamten 158923
|16 | Graz 357548
| 17 |Liezen 82235
| 18 |Ostliche Obersteiermark 175701
| 19 | Oststeiermark 268054
| 20 WWest- und Sadsteiermark 190414
| 21 WWestliche Obersteiermark 105351
| 22 |Inriertel 272348 I _l
| 23 |Linz-Wels 524444
| 24 |Mihlviertel 201533
| 25 |Steyr-Kirchdarf 152118
| 26 | Traunviertel 225054
| 27 |Lungau 21283
| 28 |Pinzgau-Pongau 161956
| 29 |Salzburg und Umgebung 332048
| 30 |Aulerfern 31684
| 31 |Innsbruck 268332

32 |Osttiral 50404

4. Drehbicher — Methodisch-didaktische Anleitungen

Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fur Schuler/innen

Die Arbeitsanweisungen fir selbststandiges Arbeiten sind direkt im Lernpfad formuliert. Zu
Beginn wird es jedoch notwendig sein, den Schiilerinnen einen Uberblick tiber die Inhalte (zum
Beispiel in Form einer Mindmap) zu geben und sie in die Handhabung des Browsers, der
Navigationsleiste sowie der Scrollleiste, in das Verwenden von Links und in die verwendeten
Abkirzungen flr Dateiformate einzufuhren.
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Anleitungen fir Lehrer/innen

Fur Lehrerinnen und Lehrer gibt es zusétzliche VVorschldge, wie einzelne Lernschritte bzw.
Unterrichtseinheiten in Methoden des eigenverantwortlichen Arbeitens eingekleidet werden
konnen. Die Unterrichtsorganisation wird in Lernspiralen genau beschrieben.

Es werden drei ausgearbeitete VVorschldge angeboten:

- Lernspirale zum Thema Beschreibende Statistik, die sich auf den gesamten Lernpfad
bezieht (Die Erfahrung zeigt, dass nicht der gesamte Lernpfad als Lernspirale gestaltet
werden kann. Es empfiehlt sich, einzelne Einheiten herauszugreifen.)

- E-Learning-Lernspirale zum Thema Mittelwert (verstarkter Einsatz von
Informationstechnologie, unter anderem einer Lernplattform, zur Dokumentation und

Présentation)

- Vorschlage fur den begleitenden Einsatz einer Lernplattform

Lernspirale zum Thema
Beschreibende Statistik
4. Klasse

Gabriele Bleier, Franz Embacher und Evelyn Stepancik

Themenbereich/Inhalte:

Zentral- und Streuungsmafe, Boxplot

Fachliche Voraussetzungen:

Fachliche Ziele:

e Diagramme lesen und deuten
e Daten der GroRe nach ordnen

e Mittelwert(arithmetisches Mittel) intuitiv
begreifen

e negative Zahlen kennen
e Quadratwurzel ermitteln kénnen

die ZentralmaRe arithmetisches Mittel
(kurz: Mittelwert) und Median
(Zentralwert) ermitteln kdnnen
Eigenschaften von Mittelwert und Median
anhand von Daten beschreiben kénnen
die Streuungsmalf’e Minimum, Maximum,
unteres und oberes Quartil sowie
Standardabweichung ermitteln kénnen

Eigenschaften von Standardabweichung
und Interquartilsabstand anhand von Daten
beschreiben kdnnen

Auswirkung von Ausreif3ern auf Zentral-
und Streuungsmalfe beschreiben kénnen

Boxplot zeichnen und deuten kdénnen

Zentral- und Streuungsmale auf
verschiedene Sachsituationen anwenden
kdnnen

grolRe Datensatze auswerten kénnen
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Methodische Voraussetzungen:

Methodische Ziele:

Informationen selbststandig schriftlich
festhalten kénnen

mit Partner und in Gruppe arbeiten kdnnen

Methoden zur Partner- und
Gruppenfindung kennen

Ergebnisse présentieren kénnen
Kugellager
Gruppenrallye

mathematische Inhalte selbststandig
erarbeiten kdnnen

uber mathematische Inhalte sprechen
kdnnen

wichtige Informationen filtern und
schriftlich festhalten kénnen

Eigenverantwortung beim Lernprozess
starken

elektronische Lernhilfen sinnvoll nutzen
kdnnen

Technische Voraussetzungen:

Technische Ziele:

PC mit Internetzugang oder PC mit dem
installiertem Lernpfad Beschreibende
Statistik

Beamer

Bei Verwendung von CAS-Rechnern
empfiehlt sich ein Overhead-Display und
ein Overhead-Projektor.

Dateien 6ffnen, schlieen und speichern
kénnen

auf einer Webseite navigieren kdnnen

Berechnungen am numerischen
Taschenrechner durchfiihren kénnen

Tabellenkalkulation Excel 6ffnen und
einfache Eingaben vornehmen kénnen

ggf. auf einem CAS-Rechner
VVoyage/T192/T189 im Algebrafenster
arbeiten kénnen: Zahlen eingeben und
Berechnungen durchfiihren kdnnen, Wert
und Formeln unter einer Variable
speichern kdnnen, exakte und
néherungsweise Berechnung anwenden
kdnnen

Zentral- und Streuungsmale grof3er
Datensétze mit elektronischen Hilfsmitteln
ermitteln kdnnen

Boxplot mit elektronischen Hilfsmitteln
erstellen kdnnen

Flash-Animationen zur Visualisierung von
Zusammenhangen und Eigenschaften
nutzen kdnnen

technische Anleitungen
(Eingabeanweisungen, Screenshots und
Videosequenzen) selbststandig nutzen
kdnnen
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Makrospirale zur beschreibenden Statistik

Arbeitsinseln mit grau hinterlegter Nummer sind ausgearbeitet.

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

Einflhrung: Was ist beschreibende Statistik? Was sind Daten?

A 00 Wiederholung: einfache Saulendiagramme lesen

Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten

Mittelwert ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden

A (2 Unterrichtseinheiten)

A 02 Median ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden, mit dem
Mittelwert vergleichen — Kugellager (1 Unterrichtseinheit)

A 03 Unteres und oberes Quartil ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden

— Gruppenrallye (1 Unterrichtseinheit)

A 04 Boxplot zeichnen und deuten (1 Unterrichtseinheit)

Standardabweichung ermitteln, Eigenschaften erarbeiten und anwenden, mit dem
Interquartilsabstand vergleichen (1 Unterrichtseinheit)

A 05

Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

sind jeweils in den einzelnen Mikrospiralen enthalten

Variante:

Das Beispiel Osterreichische Bevolkerung nach Regionen wird erst in einer
abschlieBenden Unterrichtseinheit bearbeitet und entféllt daher in den einzelnen
Arbeitsinseln.

A 06

Arbeitsmittel fur alle Arbeitsinseln sind PC und der Lernpfad Beschreibende Statistik sowie
Heft fur Mitschriften.
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Mikrospirale Al: Mittelwert

Schritt

Lernaktivitdten der Schillerlnnen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Beginn der 1.Unterrichtseinheit:

Die Lernschritte Notendurchschnitt und Mittelwert von 2
Zahlen/3Zahlen/4 Zahlen/5 Zahlen werden in Einzelarbeit
durchgefiihrt und die Ergebnisse im Heft festgehalten.

EA

20°

eventuell Kopien
der Angaben zum
Mittelwert von 2
Zahlen/3 Zahlen/4
Zahlen/5 Zahlen

Die SchilerInnen bilden je nach raumlichen Mdglichkeiten
im Unterrichtsraum 3er bis 5er Gruppen und vergleichen
ihre Ergebnisse. Anschlielend werden die Aufgaben zu den
Korpergrofien in der Gruppe durchgefiihrt.

GA

10°

Eine Gruppe présentiert die Aufgaben zum Mittelwert fur 5
Zahlen und wiederholt die allgemeine Formel zur
Berechnung.

Plenum

5)

Ausgewdhlte Aufgaben aus dem Lernschritt
Ubungsaufgaben (Bsp. 1 bis 5) werden in Einzelarbeit bzw.
als Hauslibung bearbeitet.

EA

eventuell Kopien
der Angaben
Ubungsaufgaben
zum Mittelwert

Beginn der 2.Unterrichtseinheit:

5

Der Lernschritt Formel: Mittelwert wird selbststandig
bearbeitet und die wichtigsten Informationen werden im
Heft festgehalten.

EA

10°

6

Beispiel 6 und 7 aus dem Lernschritt Ubungsaufgaben
werden in Einzelarbeit bearbeitet.

EA

5)

Zu zweit werden die Aufgaben der Einzelarbeit bzw. der
Hausiibung besprochen. Das Beispiel Venedig wird mit CAS
und/oder Excel berechnet und die Ergebnisse im Heft
festgehalten bzw. gespeichert.

PA

5!

eventuell Kopien
mit der Angabe
zum
Venedigbeispiel

Die Ergebnisse werden mit einem anderen Paar verglichen.
Exceldateien werden gespeichert oder ausgedruckt.

GA

eventuell:

Zu zweit wird das Beispiel Osterreichische Bevolkerung
nach Regionen mit Excel bearbeitet: Dabei soll ein
Schiiler/eine Schilerin das Jahr 2001, der/die andere das
Jahr 2002 bearbeiten. Das Ergebnis wird wieder mit einem
anderen Paar verglichen.

PA

10°

Achtung:
Daten fiir 2001
und 2002

alternativ:
als Hauslibung oder Arbeitsinsel A 06

EA

10

Nach dem Zufallsprinzip werden 1 oder 2 Schiilerlnnen
ausgewahlt, die das Beispiel Venedig bzw. eventuell
Osterreichische Bevélkerung prasentieren.

Plenum

5)
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Mikrospirale A2: Median

Sozial-

Schritt Lernaktivitaten der Schilerinnen form Zeit| Arbeitsmittel
Die Schilerlnnen bearbeiten die Aufgaben Stirnreihe und
1 Bleistifte und arbeiten die Definition des Medians durch. Im EA 10’ |Bleistifte
Heft sind ausreichende Aufzeichnungen zu fuhren.
Zu zweit wird die Vorgangsweise bei den Aufgaben
2 Stirnreihe und Bleistifte verglichen. Auerdem wird beim PA 5
Partner/bei der Partnerin kontrolliert, ob die Aufzeichnungen
zur Definition richtig und vollstandig sind.
Zu zweit wird der Lernschritt AusreiRer mithilfe der Flash-
3 Animation bearbeitet. Die Antworten werden im Heft PA 10’
festgehalten.
Schilerlnnen mit einer Katalognummer der ersten
Klassenhélfte bearbeiten in Partnerarbeit Beispiel 1 von den eventuell Kopien
4 Ubungsaufgaben, die anderen Schiilerinnen Beispiel 2 von PA 10’ |der
den Ubungsaufgaben. Kontrolle durch Vergleich mit einem Ubungsaufgaben
anderen Paar.
Kugellager: Austausch der Beispiele
- Gruppe 1 erklart Beispiel 1
5 - Gruppe 2 wiederholt VVorgangsweise fur Beispiel 1 Plenum | 10’
- Gruppe 2 erklart Beispiel 2
- Gruppe 1 wiederholt Beispiel 1
als Hausubung:
Das Beispiel der anderen Gruppe wird ausgearbeitet.
§) Beispiel 3 der Ubungsaufgaben EA
eventuell Beispiel Osterreichische Bevélkerung nach
Regionen
Mikrospirale A3: Quartile
tSChm Lernaktivitaten der Schilerinnen Sf%z;rzill Zeit| Arbeitsmittel
Definition der
Informationssuche mit Bewegung zur Definition der Quar_.tlle 2%
Quatrtile: agf hangen
1 pro ausgehangter Information eine Gruppe EA 10’ Ilzgck entext ti
Hinweis: Die Arbeitsblatter der Schiilerinnen miissen stets pieren (ist im
- Worddokument
verdeckt hingelegt werden. L
zur Definition
enthalten)
2 Die Schilerlnnen bearbeiten das Beispiel zu den Quartilen EA 10°
mithilfe der Flash-Animation.
Gruppenrallye: Igggfggf'm Heft
In 4er-Gruppen werden die Beispiele 1 und 3 der Extrablittern:
3 Ubungsaufgaben zu den Quartilen arbeitsteilig geldst und GA 10’ '

die Vorgangsweise besprochen.

eventuell Kopien
der
Ubungsaufgaben
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Die Ergebnisse werden von einer anderen Gruppe anhand
der Losungen verbessert und bewertet.

GA

Ldsungen mit
Folie oder Beamer
vorbereiten

Zwei Schilerlnnen présentieren die beiden Beispiele.

Plenum

eventuell: )
Zu zweit wird das Beispiel Osterreichische Bevolkerung
nach Regionen fiir das Jahr 2001 geldst.

PA

Haustibung:

Beispiele 1 und 3 werden im SU-Heft vollstandig und richtig
dokumentiert.

Beispiel 2 der Ubungsaufgaben

eventuell Beispiel Osterreichische Bevélkerung nach
Regionen fur das Jahr 2001 (noch einmal) selbststandig
losen.

EA

Ubungsbeispiele zum Median (Zentralwert) und den Quartilen
Lésungen und Bewertung fir die Gruppenrallye

Losung

Bewertung

la

Median: 55

Satz

1b

Minimum: 25, Maximum: 58, gq1: 51, q3: 56

1c

Median: 55.5
Minimum: 50, Maximum: 58
gl: 52, q3: 56

galbd|iFk |k

Beobachtung

Erklarung

3a

3.1kg

3b

1.2 kg und 4.2 kg

3C

2.5 kg und 3.5 kg

3d

50 Katzen

3e

75 Katzen

3f

kg.
schwerer als 3,1 kg.

3,5 kg.

Die leichteste Katze wog 1,2 kg, die schwerste Katze 4,2
50% der Katzen waren leichter als 3,1 kg und 50% waren

Die mittlere Halfte der Katzen wog zwischen 2,5 kg und

Wik RPINNRPRP -

Gesamtpunkte:

maximal 23
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Losung Beispiel 2:

2.

Median: 1.7, Mittelwert: 1.95

neuer Mittelwert, neuer Median

ein beliebiger Wert muss um mehr als 3 verkleinert werden (z.B. -3.0 statt 1.0)

Mittelwert = Median:
z.B. -2 statt 1.0 der gegebenen Liste

Mikrospirale A4: Boxplot

,[SChm Lernaktivitaten der Schilerlnnen Sf%Zrls]l Zeit| Arbeitsmittel
1 Die Schilerlnnen lernen die Bedeutung und Erstellung eines EA 10°
Boxplots kennen: Lernschritt Boxplot zeichnen.
Anhand der Anleitung wird ein Boxplot am Papier und mit
einem elektronischen Hilfsmittel gezeichnet: Beispiel A
2 Kontrolle durch Vergleich der handischen Darstellung mit PA 15°
der elektronischen.
Anmerkung zur Partnerwahl — die Summe der
Katalognummern muss ungerade sein.
Interpretieren und Erstellen eines Boxplots: eventuell Kopien
Schilerlnnen mit gerader Katalognummer bearbeiten zuBsp.bund Cin
3 Beispiel B, Schilerlnnen mit ungerader Katalognummer EA 5" | halber
Beispiel C. Lickentext ausfullen bzw. auf einen Zettel Klassenstarke oder
schreiben. Zettel
Die Lickentexte werden mit dem Partner getauscht. Anhand EA 5
des Liickentextes wird ein Boxplot gezeichnet.
Gegenseitige Kontrolle und Besprechung der Darstellungen PA 2’
4 Ein zufallig gewahltes Paar erklart anhand von Beispiel D Plenum | 5’
die Erstellung und die Deutung eines Boxplots.
Mithilfe der grafischen Darstellung einer Flash-Animation
5 werden die Interpretations- und Vergleichsaufgaben geldst PA 5
und dabei das Interpretieren und Vergleichen von Boxplots
gefestigt.
6 als Haustbung: EA
die Ubungsaufgaben zum Boxplot
Mikrospirale A5: Standardabweichung
tSChm Lernaktivitaten der Schilerinnen Sf%z;rzill Zeit| Arbeitsmittel
Der Begriff der Standardabweichung wird in einem Film- - .
1 Clip eingefihrt. EA 10" | Film-Clip
Die Schilerlnnen erarbeiten anhand der Definition und einer
2 schrittweisen Anleitung die Berechnung der EA 10°

Standardabweichung: Definition Standardabweichung
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Die SchiilerIinnen vergleichen ihre Berechnungen.

PA

21

Die SchiilerInnen erarbeiten die Berechnung der
Standardabweichung mit einem elektronischen Hilfsmittel
anhand der Werkzeugtipps.

PA

Die Schiilerlnnen lésen arbeitsteilig mithilfe eines
elektronischen Werkzeugs die Ubung Routenwahl und
interpretieren mithilfe des Mittelwertes und der
Standardabweichung die Daten. Verfassen eines Briefes.

PA

10°

Zwei Schilerlnnen présentieren ihren Brief an Herrn
Strasser.

Plenum

5)

Haustibung:

Uberarbeiten der Ubung Routenwahl

Die Schilerlnnen untersuchen in dem Lernschritt Streuung
mithilfe einer Flash-Animation die Zusammenhéange
zwischen Standardabweichung und Mittelwert bzw.
Quartilen bzw. Ausreillern.

EA

Mikrospirale A6: Osterreichische Bevolkerung nach Regionen

Schrit
t

Lernaktivitaten der Schilerlnnen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Zu zweit wird das Beispiel Osterreichische Bevolkerung
nach Regionen im Abschnitt Mittelwert mit Excel bearbeitet:
Dabei soll ein Schiiler/eine Schiilerin das Jahr 2001, der/die
andere das Jahr 2002 bearbeiten. Das Ergebnis wird mit
einem anderen Paar verglichen.

PA

10°

Achtung:
Daten fiir 2001
und 2002

Im Beispiel Osterreichische Bevolkerung nach Regionen im
Abschnitt Median werden die Daten fiir das Jahr 2001 von
Schiilerin 1 berechnet.

Anschlielend kann in der ersten Datei (siehe Mittelwert)
von Schiilerin 2 ebenfalls der Median fiir 2002 ermittelt
werden. Unterschiede zu 2001 sollen erarbeitet werden.

PA

10°

nach einem Partnerwechsel:

Das Beispiel Osterreichische Bevilkerung nach Regionen
im Abschnitt Quartile wird von SchiilerIn 1 flr das Jahr
2001 gelost.

AnschlieBend werden in der ersten Datei (siehe Mittelwert)
von SchilerIn 2 ebenfalls die Quartile fir 2002 ermittelt.
Unterschiede zu 2001 sollen erarbeitet werden.

PA

10°

nach eine Partnerwechsel:

Zum Beispiel Osterreichische Bevélkerung nach Regionen
wird entweder fur 2001 oder flir 2002 ein Boxplot
gezeichnet.

PA

10°

Mit eine weiteren Paar werden die grafischen Darstellungen
ausgetauscht. Die Schilerlnnen sollen untersuchen, ob die
Darstellung den jeweiligen Daten entspricht.

GA

Hausibung:

zusammenfassende Ausarbeitung fur ein Jahr mit Angabe
der Daten, der berechneten Zentral- und Streuungsmalie und
einem passenden Boxplot in elektronsicher Form

EA
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eLearning-Lernspirale zum Thema
Beschreibende Statistik — Mittelwert
4. Klasse

von

Gabriele Bleier, Franz Embacher und Evelyn Stepancik

Themenbereich/Inhalte:

Mittelwert

Fachliche Voraussetzungen:

Fachliche Ziele:

Diagramme lesen und deuten
Daten der GroRe nach ordnen

Mittelwert(arithmetisches Mittel) intuitiv
begreifen

negative Zahlen kennen
Quadratwurzel ermitteln kdnnen

das arithmetisches Mittel (kurz:
Mittelwert) ermitteln kénnen

Eigenschaften des Mittelwerts beschreiben
kdnnen

grolRe Datensatze auswerten kénnen

Methodische Voraussetzungen:

Methodische Ziele:

Informationen selbststandig schriftlich
festhalten kénnen

mit Partner und in Gruppe arbeiten kdnnen

Methoden zur Partner- und
Gruppenfindung kennen

Ergebnisse présentieren kénnen

Eventuell ein Portfolio anlegen und
bearbeiten kdnnen

Projektdokumentation mittels PC
anfertigen kénnen

mathematische Inhalte selbststandig
erarbeiten konnen

uber mathematische Inhalte sprechen
kdnnen

wichtige Informationen filtern und
schriftlich festhalten kénnen
Eigenverantwortung beim Lernprozess
starken

elektronische Lernhilfen sinnvoll nutzen
kdnnen

Technische Voraussetzungen:

Technische Ziele:

PC mit Internetzugang oder PC mit dem
installiertem Lernpfad Beschreibende
Statistik

Beamer

Bei Verwendung von CAS-Rechnern
empfehlen sich ein Overhead-Display und
ein Overhead-Projektor.

Dateien 6ffnen, schlieen und speichern
kdnnen

auf einer Webseite navigieren kdnnen
Berechnungen am numerischen
Taschenrechner durchfuhren kdnnen

Tabellenkalkulation Excel 6ffnen und
einfache Eingaben vornehmen kénnen

Arithmetisches Mittel groRer Datensatze
mit elektronischen Hilfsmitteln ermitteln
kdnnen

Flash-Animationen zur Visualisierung von
Zusammenhangen und Eigenschaften
nutzen kénnen

technische Anleitungen
(Eingabeanweisungen, Screenshots und
Videosequenzen) selbststandig nutzen
kdnnen

Dateien in der Plattform verdffentlichen
Plattformeintrage lesen und kommentieren
Wiki bearbeiten kdnnen
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ggf. auf einem CAS-Rechner
Voyage/T192/T189 im Algebrafenster
arbeiten konnen: Zahlen eingeben und
Berechnungen durchfiihren kénnen, Wert
und Formeln unter einer Variable
speichern kdnnen, exakte und
néherungsweise Berechnung anwenden
kdnnen

Forum, Wiki, Abstimmungs- und eventuell
Quizmodule in Plattformen nitzen kénnen
Wechsel zwischen Textverarbeitung,

Tabellenkalkulation, Lernplattform und
Lernpfad vollziehen kénnen

Makrospirale zur beschreibenden Statistik

Arbeitsinseln mit grau hinterlegter Nummer sind ausgearbeitet.

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

A 00

Einfihrung: Was ist beschreibende Statistik? Was sind Daten?
Wiederholung: einfache Saulendiagramme lesen

Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten

Mittelwert ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden

Al (2 Unterrichtseinheiten)
A 02 Median ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden, mit dem
Mittelwert vergleichen (1 Unterrichtseinheit)
Unteres und oberes Quartil ermitteln, darstellen, Eigenschaften erarbeiten und anwenden
A 03 . o
(1 Unterrichtseinheit)
A 04 Boxplot zeichnen und deuten (1 Unterrichtseinheit)
A 05 Standardabweichung ermitteln, Eigenschaften erarbeiten und anwenden, mit dem

Interquartilsabstand vergleichen (1 Unterrichtseinheit)
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Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

sind jeweils in den einzelnen Mikrospiralen enthalten

Variante:

Das Beispiel Osterreichische Bevolkerung nach Regionen wird erst in einer
abschlieBenden Unterrichtseinheit bearbeitet und entféllt daher in den einzelnen
Arbeitsinseln.

A 06

Arbeitsmittel fir alle Arbeitsinseln sind PC, der Lernpfad Beschreibende Statistik, die
verwendete Lernplattform sowie Heft fir Mitschriften.

Mikrospirale Al: Mittelwert

tSCh”t Lernaktivititen der Schiilerinnen Sf?)zrlsll_ Zeit| Arbeitsmittel

Beginn der 1.Unterrichtseinheit:

Die Lernschritte Notendurchschnitt und Mittelwert von 2

1 Zahlen/3Zahlen/4 Zahlen/5 Zahlen werden in Einzelarbeit
durchgefihrt, die Ergebnisse mittels PC (Word) festgehalten

und in einem Forum verdoffentlicht.

EA 20’ |PC, Word,

Plattform: Ergebnisse der Einzelarbeit in einem Forum veroffentlichen.

Die SchilerInnen bilden je nach raumlichen Mdglichkeiten
2 im Unterrichtsraum 3er bis 5er Gruppen und vergleichen

ihre Ergebnisse. Anschlielend werden die Aufgaben zu den
Korpergrofen in der Gruppe durchgefiihrt.

GA 10°

Plattform: Ergebnisse der Aufgabe Kdrpergrofie in einem weiteren Forum verdffentlichen.

Eine Gruppe présentiert die Aufgaben zum Mittelwert fur 5
3 Zahlen und wiederholt die allgemeine Formel zur Plenum | 5’
Berechnung.

Plattform (+ Beamer): Présentation erfolgt mittels Beamer und Plattform.

eventuell Kopien
der Angaben
Ubungsaufgaben
zum Mittelwert

Ausgewahlte Aufgaben aus dem Lernschritt
4 Ubungsaufgaben (Bsp. 1 bis 5) werden in Einzelarbeit bzw. EA
als Hausuibung bearbeitet.

Plattform: Eventuell die Haustibungen in einem Forum veréffentlichen, damit sie in Schritt 7 allen zur
Verfligung stehen.

Beginn der 2.Unterrichtseinheit:

Der Lernschritt Formel: Mittelwert wird selbststandig
5 bearbeitet und die wichtigsten Informationen werden mittels EA 10" |PC, Word
PC festgehalten.

Plattform: Falls die Plattform ein Glossar zur Verfiligung stellt, kann ein Schiler/eine Schiilerin im Glossar
den Begriff Mittelwert erklaren.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Beschreibende Statistik, Seite 14




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

6 Beispiel 6 und 7 aus dem Lernschritt Ubungsaufgaben

werden in Einzelarbeit bearbeitet. EA 5

Plattform: Ergebnisse der Einzelarbeit in einem Forum veréffentlichen.

Zu zweit werden die Aufgaben der Einzelarbeit bzw. der eventuell Kopien

7 Hausiibung besprochen. Das Beispiel Venedig wird mit CAS PA 5 mit der Angabe
und/oder Excel berechnet und die Ergebnisse im Heft zum

festgehalten bzw. gespeichert. Venedigbeispiel

Plattform: Ergebnisse der Partnerarbeit in einem Forum veréffentlichen.

8 Die Ergebnisse werden mit einem anderen Paar verglichen. GA 5

Exceldateien werden gespeichert oder ausgedruckt.

eventuell:

Zu zweit wird das Beispiel Osterreichische Bevolkerung

9 nach Regionen mit Excel bearbeitet: Dabei soll ein
Schiiler/eine Schilerin das Jahr 2001, der/die andere das

Jahr 2002 bearbeiten. Das Ergebnis wird wieder mit einem

anderen Paar verglichen.

Achtung:
PA 10’ | Daten fiir 2001
und 2002

Plattform: Ergebnisse der Partnerarbeit in einem Forum veréffentlichen.

alternativ:

als Hausuibung oder Arbeitsinsel A 06 EA

Plattform: Falls ein Wiki vorhanden ist, kdnnen die Schiiler/innen als Haustibung in Gruppenarbeit einen
erklarenden Text zum Mittelwert verfassen.

Falls kein Wiki vorhanden ist, kann diese Aufgabe als Kettenposting in einem Forum oder als Kettenmail
bearbeitet werden.

Nach dem Zufallsprinzip werden 1 oder 2 Schiilerlnnen
10 ausgewahlt, die das Beispiel Venedig bzw. eventuell Plenum | 5’
Osterreichische Bevolkerung présentieren.

Begleitender Einsatz von Lernplattformen zur
Beschreibende Statistik
4. Klasse
von
Gabriele Bleier, Franz Embacher und Evelyn Stepancik

Die ersten vier Arbeitsschritte kénnen bereits vor dem Lernpfad zur beschreibenden Statistik
oder auch parallel dazu erledigt werden. Der flinfte Arbeitsschritt kann allerdings erst nach
Absolvierung des Lernpfads erfolgen.

Einsatz eines Forums

Erhebung des Evaluationsthemas:

Schon bevor die Schiler/innen die mathematischen Inhalte aus dem Bereich beschreibende
Statistik kennen lernen, kdnnen die Schiler/innen in einem Forum diskutieren, zu welchem
Thema eine Befragung in allen Klassen ihrer Schulstufe durchgefuhrt werden soll.

Arbeitsaufwand fiir Schiiler/innen: etwa 1 Woche
Lehrer/innenaktivitaten:

o Eroffnung des Forums mit gezielter Fragestellung.
o Mitlesen im Forum, eventuell Eintrdge von Schiiler/innen kommentieren.
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Punkte

. Zusammenfassen der gewinschten Evaluationsthemen am i 51 15 00e
Ende der Woche (kann auch an Schiler/innen ubergeben
d Teufelchen: @ & & &
werden). N _ o Robschi: @ & 5 G O
. Schuler/innenaktivitaten dokumentieren (eventuell direkt in Sonne:é@@@ @@
der Plattform, siehe nebenstehende Abbildung). e 80000
Chrissie: (& (@ 3
Schulwart; &3
Dani; @@ & O

Einsatz eines Abstimmungsinstruments
Abstimmung Uber das Evaluationsthema:
Fast jede Plattform verfligt tber ein Abstimmungsinstrument. Die Klasse soll tber das zu
evaluierende Thema abstimmen®. Diese Aufgabe kann durchaus von den Schiiler/innen zuhause
erledigt werden.

Falls keine Abstimmungsinstrument in der Plattform zur Verfugung steht, kann die
Abstimmung natirlich auf herkdbmmliche Art geschehen.

Blau: 5 Punkte

Arbeitsaufwand fur Schiler/innen: etwa 30 Minuten

Lehrer/innenaktivitaten:
o Zusammenstellung der Abstimmung.
o Zusammenfassen der Ergebnisse der Abstimmung.

Einsatz eines Wikis

Erarbeitung eines Fragebogens mittels Wiki:

Falls die Plattform ein Wiki zur Verfligung stellt, konnen die Schiler/innen (eventuell in
Gruppen) Fragebdgen zum ausgewahlten Thema erarbeiten.

Richtlinie zur Gestaltung von Fragebdgen konnen an dieser Stelle thematisiert werden.

Die Fragebdgen konnen aber auch in Deutsch oder Informatik erarbeitet werden.

Einen Schiiler / eine zum/zur Endredakteur/in ernennen.

Einsatz eines Forums

Erarbeitung eines Fragebogens mittels Forum (Kettenposting):

Falls kein Wiki zur Verfligung steht, konnen die Schiler/innen in Gruppen Fragebdgen
erarbeiten.

Zum Beispiel: Ein Schiiler / eine Schilerin beginnt mit der Erstellung der ersten Frage.
Néchste/r Schiiler/in entwickelt die zweite Frage. Usw.

Es hat sich als praktisch erwiesen, wenn vom Lehrer / von der Lehrerin die
Bearbeitungsreihenfolge vorgegeben wird.

Die Fragebdgen konnen aber auch in Deutsch oder Informatik erarbeitet werden.

Einen Schiiler / eine zum/zur Endredakteur/in ernennen.

Arbeitsaufwand fir Schiler/innen: 1 Woche

Lehrer/innenaktivitaten:

o Initilerung des Wikis, Gruppeneinteilung.

o Eroffnung des Forums, Gruppeneinteilung, Vorgabe der Reihenfolge.

o Mitlesen im Wiki oder im Forum, eventuell Kommentare und Hinweise verdffentlichen.
o Deadline flr Fertigstellung des Fragebogens ausgeben, Ergebnisse einsammeln.

o Schiler/innenaktivitaten dokumentieren (eventuell direkt in der Plattform).

! Die Daten der Evaluierung kénnen ebenfalls zur Auswertung herangezogen werden. Die meisten
Plattformen liefern eine sehr brauchbare Zusammenstellung der Daten.
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Einsatz eines Abstimmungsinstruments

4. Durchfihrung der Befragung:

Wie bereits bei der Abstimmung tiber das Evaluationsthema ausgefihrt, kann der Fragebogen
mittels Plattform oder auch auf Papier beantwortet werden.

Arbeitsaufwand fiir Schiler/innen: 1 Stunde

Lehrer/innenaktivitaten:

o Zusammenstellung des Fragebogens mit dem entsprechenden Instrument oder Kopien
(Papier) anfertigen.
o Daten als xIs-Datei zur Weiterverwendung aufbereiten.

Einsatz eines Glossars

5. Zusammenfassung und Vertiefung des neuen Wissens:

Falls die Lernplattform auch ein Glossar zur Verfugung stellt, kénnen die Schiiler/innen
(eventuell in Gruppen) alle neuen Begriffe im Glossar aufschreiben und mit eigenen Worten
erklaren. Dieses Glossar kann eine wertvolle Nachschlaghilfe beim Lernen sein.

Arbeitsaufwand fir Schiler/innen: 1 Woche

Lehrer/innenaktivitaten:

o Eroffnung des Glossars, Beschreibung von Sinn und Zweck, Gruppeneinteilung.
o Eintrdge im Glossar lesen (eventuell danach erst freischalten), Tipps und Anmerkungen
geben.

Weitere Materialien

Als weitere Materialien werden
- ein so genannter Themenplan (als Arbeitsplan fr die Schiler und Schilerinnen),
- eine Arbeitsanleitung fir die Schiler und Schulerinnen fur eine reine E-Learning-
Sequenz,
- ein so genannter ,,advanced organizer* als VVorbereitung fur den Lernpfad zum
Anknupfen an Vorwissen und zur Vorschau auf die Lerninhalte des Lernpfads und
- eine ZIP-Datei mit den Losungen
zur Verfugung gestellt.

Themenplan mit Pflicht- und Wahlaufgaben

min - Gq med dg ma

ez e s e s Beschreibende Statistik Name: ................
Alle Lernschritte findest du im Lernpfad ,,Beschreibende Statistik* auf
http://www.austromath.at/medienvielfalt/

Zeitplan: 6 Unterrichtsstunden. Die 7.Unterrichtsstunde ist fiir die Prasentation zu den
vorgegebenen Themen (siehe Extraeinteilung) vorgesehen (max. 5 Minuten pro Gruppe).
Siehe auch Anmerkungen am Ende des Plans!
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Du brauchst: B

Nr.| Titel Arbeitsauftrag P/W
Mittelwert
1 | Notendurchschnitt © L Antwort P
2 Mittelwert von 2 Zahlen © EH.#7: Zusammenfassung W
3 Mittelwert von 3 Zahlen ©~._._,© EH.#": Zusammenfassung w
4 Mittelwert von 4 Zahlen ©~.._,© E.#: Zusammenfassung P
5 | Mittelwert von 5 Zahlen .._,© (1 #: Zusammenfassung P
6 | Formel 0: Formeln P
7 | Ubungsaufgaben © HO: P
8 | Venedig © _© mit Excel berechnen; Antwort 3.+ P
9 | Osterreich. Bevolkerung \___/@ mit Excel berechnen; Ergebnis = W
Median
10 | Stirnreihe © A~ : Antwort P
11 | Bleistifte ©\___/© [ : Antworten P
12 | Definition © 0+ : wichtigste Informationen P
13 | Ausreiler @v(@ 2 : Zusammenfassung, Erklarung P
14 | Ubungsaufgaben © HOU: P
15 | Osterreich. Bevolkerung| © © mit Excel berechnen; Ergebnis = W
Quartile

16 | Definition © O+ : neue Begriffe und Bedeutung P
17 | Beispiel ©~.._,© Q. : Beispiel 5 P
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18 | Ubungsaufgaben © HO: P
19 | Osterreich. Bevolkerung| © © mit Excel berechnen; Ergebnis =
C— wW
BoxPlots
20 | BoxPlot zeichnen © Qs+ : Zeichnung P
21 | Beispiel A © 1+ : Zeichnung P
22 | Beispiel B oder C © [0+ : Text zum BoxPlot P
23 | Beispiel C oder B ©\___/© mit Partner/in tauschen P
1+ : BoxPlot zum Text zeichnen
24 | Beispiel D ©\___/© Dialog mit Partner/in P
25 | Ubungsaufgaben © HU: P
26 | Interpretations- und © ©| @ :Antworten P
Vergleichsaufgaben -
Standardabweichung
27 | Film © Du kannst das Video anhalten,
zuriickspulen etc. P
28 | Definition © ©| B :Erklarung der
~ | Standardabweichung, Formel, Beispiel fiir P
die flr gegebenen Zahlen berechnen
29 | Streuung © ©| B :Zusammenfassung
~— P
30 | Routenwahl © HU: (D P
P/W Pflicht/Wahl 0« Antworten in der Projektmappe aufschreiben
4 Kontrolliert von ...  Z=ausdrucken
Die Projektmappe muss spatestensam ................. abgegeben werden!

Deine Projektmappe enthélt:

o alle deine Aufzeichnungen (Definitionen, Merksatze, Skizzen, Rechnungen, ...) - Achte
besonders darauf, deine Projektmappe Ubersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf
Lernschrittnummer, Uberschriften, Beispielangaben, etc. !

o alle Hausiibungsbeispiele

Zur Beurteilung des Projektes zahlen: Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausfiihrung, ...),
Arbeitshaltung, Hauslbung, freiwillige Zusatziibungen (Wahlstationen, Bonus-Hausiibung) .
Viel Vergnigen!
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E-Learning-Sequenz Beschreibende Statistik
Arbeitsauftrag

Den Lernpfad findest auf www.austromath.at/medienvielfalt.
Das Projekt dauert 6 Unterrichtsstunden: vom 16. bis 28.November 2006

In den folgenden 6 Unterrichtseinheiten arbeitest du eigenverantwortlich und selbststandig zum Thema
Beschreibende Statistik. Du lernst wichtige Mal3e fur den Durchschnitt und die Abweichung vom
Durchschnitt kennen. AulRerdem erfahrst du, wie Daten mithilfe eines Boxplots dargestellt werden
kénnen. Animationen und Videos unterstiitzen dich beim Lernen. Halte dich an die Angaben, ob du
alleine, mit Partner/in oder in einer Gruppe arbeiten sollst. Das Gleiche gilt fir Anweisungen, ob du
etwas aufschreiben sollst.

Bevor du beginnst, lege eine Ubersicht und einen Zeitplan in deiner Projektmappe an (siehe unten).

Als Haustibung sind folgende Lernschritte zu erledigen und auf Einlageblattern zum jeweiligen Termin
abzugeben:

Mittelwert: Ubungsaufgaben  bis 21.11.

Median: Ubungsaufgaben bis 23.11.

Quartile: Ubungsaufgaben bis 25.11.

Boxplot: Ubungsaufgaben bis 28.11.

Standardabweichung: Beispiel Routenwahl bis 30.11.

Auf unserer Lernplattform sind Themenvorschlége fur abschliefende Kurzpréasentationen am 2.12. zu
finden. Die Zuordnung erfolgt per Zufall. Die Prasentation hat gemeinsam zu erfolgen und dauert
maximal 5 Minuten. Die Art der Prasentation (Plakat, Handout, PowerPoint, Excel, Overheadfolie) kann
frei gewahlt werden.

Die Projektmappe ist handisch oder am Computer zu fuhren und enthalt

e eine Ubersicht tiber die Inhalte des Lernpfades (MindMap 0.A.),

e eine Zeitplanung, in der genau eingetragen ist, wann du was machen mdchtest bzw. wann du was
mit wem gemacht hast (sie kdnnte etwa so aussehen),

Was? Wann geplant? Wann durchgefihrt? Dauer Mit wem?

o alle deine Aufzeichnungen: Rechnungen, Merksétze, Skizzen, Probleme usw.,
e samtliche Ubungen, die du zuhause erledigst,
e Arbeitsblatter, die du ausgedruckt hast.

Achte besonders darauf, deine Projektmappe (ibersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf Uberschriften,
Angaben etc. Die Materialien sollten in der richtigen Reihenfolge festgehalten und gesammelt werden.

Das Protokoll zu jedem Lernschritt sollte Folgendes mindestens in deiner Projektmappe stehen:
Titel des Lernschritts
kurze Beschreibung des Inhaltes
Hattest du Probleme mit dem Lernschritt? Wenn ja, welche?

Sollten Fragen bzw. Probleme auftauchen, dann stelle sie auf unserer Plattform ins Netz. Beteilige dich
am Austausch uber die Plattform. Dort erhaltst du auch Hilfe von deinem Lehrer.

Zur Beurteilung des Projektes zahlen
Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausfiihrung der Arbeitsauftrage, Sorgfalt ...)
Arbeitshaltung (Selbststdndigkeit, Beteiligung am Diskussionsforum am Infoportal, ...)
Einhaltung von Terminen
Freiwillige Zusatziibungen
Leistung bei der Présentation

Die Projektmappe (mit Haustibungen) muss bis 30.November abgegeben werden.
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Advanced Organizer

Beschreibende Statistik
www.austromath.at/medienvielfalt/

‘ Mittelwert m, 4, X ’ Q@Aedian med. z j
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0
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Beispiele:
Venedig
Osterreichische
Bevdlkerung

Animationen
Video

Taschenrechner
Excel

Lern- und Arbeitsphase: 14.November bis 26.November 2005
Aufzeichnungen im SU-Heft
Haustibungen im HU-Heft
Beurteilung:
- Ubersichtlichkeit (Gliederung, Uberschriften — Thema, Beispiel)
- alle Formeln und Definitionen
- Aufzeichnungen zu Beispielen
- Erklarungen
- Angabeblatter (eingeklebt)
- Volistandigkeit
sinnvolle Reihenfolge
Abgabe des SU-Heftes: 28.November 2005

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Beschreibende Statistik, Seite 21




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

5. Ergebnisse der internen Evaluation

Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Der Lernpfad weist viele hilfreiche methodische Hinweise (Lernspirale, E-Learning-
Lernspirale, E-Learning-Projekt mit/ohne Lernplattform, Themenplan, Anleitung fiir
selbststandige Zeiteinteilung, Ubersichtsblatt) auf.

Zum Lernpfad selbst

Die Flash-Applets helfen vielen Schuler/innen, eine bessere Vorstellung der verwendeten
Begriffe zu bekommen. Der Lernpfad geht weg von der ,,trockenen® Statistik. Die Ubungen
sind zahlreich und gut gelungen. Die vorgesehenen Arbeitszeiten sind realistisch gewabhlt.

Die Lernspirale ist stark lernzielorientiert, die anderen methodischen Formen zeigen keine
direkte Lernzielorientierung. Aus der Strukturierung werden aber die Lernziele auch fiir
Schiiler/innen sehr deutlich. Die Unterstiitzung durch Applets und auch Videos unterstiitzt
unterschiedliche Lerntypen.

Méangel:

Hinweise fir das Vorhandensein von Ton sind vorhanden, waren aber nicht deutlich genug.
Weitere Hinweise im didaktischen Kommentar zur Notwendigkeit von Kopfhérern oder
Headsets wéren notwendig.

Excel und die TI-Rechner bzw. die handische Berechnung fuhren zu verschiedenen
Ergebnissen. Die Systeme arbeiten bei der Berechnung von Median, Quartile etc.
unterschiedlich — abweichende statistische Methoden und Gewichtungen bei Excel erschweren
hier die Arbeit. Auch bei der Berechnung der Standardabweichung (Division durch n, Division
durch n-1) werden manchmal unterschiedliche Methoden / Begriffe angewandt. Dies sollte im
didaktischen Kommentar und auch im Lernpfad erganzt werden.

Zur Wissensuberpriufung und Leistungsmessung

Eigene Ubungen zur Wissensiiberpriifung werden nicht angeboten. Ubungsmaterial fiir
Hausitibungen ist ausreichend vorhanden. Vorschlage zur Leistungsmessung und
Leistungsbeurteilung sind im didaktischen Kommentar vorhanden.
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6. AuRere Evaluation / Feedback der Schiler/-innen

Von 199 Schulerinnen und Schilern aus 9 Klassen liegen Riickmeldungen vor.
Uberdurchschnittlich viele Schilerinnen und Schiler finden keinen Gefallen am Layout.

Das Layout gefallt mir:

70—

lja

60— 2 nein

50—

40—

Prozent

30—

20—

10—

08_Layout

Zuhause wurde wenig gearbeitet. Trotzdem ist der Anteil jener, die den Lernpfad als Ubung fiir
Schularbeit verwendet haben, tiberdurchschnittlich hoch.

Ich habe/werde den Lernpfad zum Uben fiir die Schularbeit verwenden:

15_Schularbeit
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15 Schularbeit
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Excel wird als leicht handhabbar empfunden, die Zustimmung ist sehr groR. Videos und
Flashanimationen werden in den offenen Fragen von Schilern und Schilerinnen oft positiv
genannt.

Die Software Excel war (mithilfe der Erklarungen im Lernpfad)
leicht zu handhaben!
11le_Excel
50—
1 trifft zu
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Selbststandigkeit und Gruppenarbeit wird oft genannt.

Ein Uberdurchschnittlich hoher Anteil sagt, dass dieses neue mathematische Teilgebiet in
Zusammenhang mit anderen mathematischen Gebieten steht (Mdglicherweise werden
Bruchrechnen, Prozentrechnung, relativer Anteil, Mittelwert und Diagramme erstellen als
Querverbindungen erkannt.)
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Mit Hilfe dieses Lernpfades konnte ich erkennen, dass dieses neue
mathematische Teilgebiet einen Zusammenhang mit anderen
mathematischen Gebieten hat:

25_Zusammenhang
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Unter den negativen Riickmeldungen werden mehrmals genannt:
Der Lernpfad wird als zu lang empfunden.
Es war zu wenig Zeit.
Es gab zu wenig Erklarungen vom Lehrer bzw. von der Lehrerin.
Erklarungen waren unverstandlich.
Der Boxplot war zu kompliziert.
Die Installation von Zusatzmodulen machte Schwierigkeiten.
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7. AuBRere Evaluation / Feedback der Lehrer/-innen
9 Lehrerinnen bzw. Lehrer gaben Riuckmeldung zum Lernpfad.

Die Kommunikation unter den Schilerinnen und Schilern wird von den Lehrerinnen und
Lehrern als Uberdurchschnittlich gut und ausschlielich positiv beurteilt.

15 Kommunikation

Haufigkeit
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Es gibt ausschlieRlich Zustimmung zur Feststellung, dass der Lernpfad den Schulerinnen und
Schiilern das Reflektieren tiber mathematisches Tun ermdglicht.

18 Reflektieren

Haufigkeit
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Ungeteilte Zustimmung gibt es zur Feststellung, dass Sinn und Bedeutung der mathematischen
Inhalte fiir die Schiler und Schilerinnen nachvollziehbar waren.

23_Sinn_und_Bedeutung
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Die Aussage ,,Beim Absolvieren des Lernpfades erleben sich die Schiilerinnen als
Einzelkampfer. Kooperation findet lediglich auf der informellen Ebene des Unterrichts (z. B.
Mogeln) statt* erfahrt mehrheitlich Ablehnung. Daraus l&sst sich ableiten, dass Kooperation
zum Thema unter Schiilerinnen und Schiilern von Lehrerinnen und Lehrern in
uberdurchschnittlichem AusmaR beobachtet wurde.

26_Kooperation
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8. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Am Beginn des Erstellungsprozesses standen eine genaue Analyse des Lehrplans und der im
Bereich der Statistik zu erreichenden Lehr- und Lernziele. Es galt abzuwégen, wie viel
theoretischer Input fir die Schulerinnen und Schuler ndtig und vertraglich sei. Im Anschluss an
diese Uberlegungen wurde der gewiinschte Lernprozess in verschiedene Lernschritte unterteilt
sowie das von den Schulerlnnen bendtigte Vorwissen zusammengefasst. Aufgrund dieser
Uberlegungen entstand eine erste Grobplanung des Lernpfades. Die einzelnen Lernschritte
wurden danach von den Erstellerinnen detaillierter ausgearbeitet. Bei einem weiteren Treffen
fand eine Besprechung und Redigierung der bereits vorhandenen Materialien statt und eine
nochmalige Erorterung des gesamten Lernprozesses, um sicher zu stellen, dass der Lernprozess
konsistent und die Reihenfolge der Lernschritte sinnvoll war. In weitere Folge wurden die
vorliegenden Arbeiten zu den einzelnen Lernschritten verfeinert und fast vollstandig
ausgefuhrt. Beim darauf folgenden Treffen wurden die nun schon fast fertigen Ergebnisse
abermals einer kritischen Sichtweise unterzogen und an einigen Stellen korrigiert. Hernach
folgte die individuelle Fertigstellung der Lernschritte. Weiters wurden zur Erlernung der
Handhabung von Excel kleine Videos erstellt, die den Schulerinnen den Erwerb dieser
Fertigkeiten erleichtern sollten. Das Erstellen dieser Videosequenzen stellte sich als Uberaus
aufwendige Angelegenheit heraus.

Nachdem die Webrealisierung des Lernpfades komplett fertig gestellt war, wurden drei
unterschiedliche Methoden zur Umsetzung des Lernpfads entwickelt, deren Erstellung sehr viel
Zeit in Anspruch nahm.
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Lernpfad: Funktionen - Einstieg

9. Schulstufe

Autoren/innen: Mag. Irma Bierbaumer, Dr. Franz Embacher,

Dr. Helmut Heugl

1. Motivation (Vorwort):

Das Thema Funktionen wurde gewahlt, da sich unserer Meinung nach die Funktionenlehre besonders
gut fur den Einsatz von elektronischen Medien eignet. Wir haben die gangigen (den Schler/innen
zuganglichen) elektronischen Medien in Hinblick auf einen mdglichen Einsatz zum Einstieg in das
Thema Funktionen angesehen, und dann die entsprechende Verwendung der geeigneten Medien in die

Lernsequenz eingebaut.

2. Didaktischer Kommentar

Der Lernpfad "Funktionen - Einstieg" kann zum Einstieg in das Thema

Funktionen in der 5. Klasse AHS (9. Schulstufe) eingesetzt werden. b

Anhand konkreter Aufgabenstellungen soll mit Hilfe des Einsatzes (x, F(x)
elektronischer Medien Vorwissen aus der Unterstufe aktiviert und )y ====- -

|

|

|

|

¥

vertieft (verschiedene Darstellungsformen fur Funktionen wie Formel,
Wertetabelle, Graph) sowie neue Kenntnisse zum Funktionsbegriff
(Prazisierung der Funktionsdefinition, Bezeichnungen wie
Definitionsmenge, Zielmenge, Argument, Funktionswert,...) erarbeitet

und an komplexeren Aufgabenstellungen angewendet werden.

¥

Kurzinformation

Schulstufe

5. Klasse AHS (9. Schulstufe)

Dauer

ca. 6 UE (mehr bei geringen Vorkenntnissen der Schiler/innen in der
Handhabung des elektronischen Werkzeugs)

Verwendete Medien

CAS, Derive, Excel, Applets, Animationen

Technische
Voraussetzungen

Flash, Java, Web-Anbindung

Autor/innen

Irma Bierbaumer, Franz Embacher, Helmut Heugl

Lerninhalt

Lernziel

Funktionsgleichungen,
Wertetabellen

e Aufstellen von Formeln anhand von Wertetabellen

e Erstellen von Wertetabellen mit einem
elektronischen Medium

e Ablesen von Werten aus der Wertetabelle - Tabellen
zum Problemldsen verwenden.

Definition einer Funktion

e Kennen und anwenden konnen der Definition einer
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Funktion.

Bezeichnungen bei Funktionen bzw.
Eigenschaften von Funktionen

Bezeichnungen wie Definitionsmenge, Zielmenge,
Argument, Funktionswert, abhangige und
unabhéngige Variable kennen und anwenden kdnnen
Aus dem Text bzw. der Funktionsgleichung und der
Wertetabelle Eigenschaften der jeweiligen Funktion
ableiten kdnnen.

Funktionsgraphen

Definition eines Funktionsgraphen formulieren und
anwenden kénnen

Erstellen von Funktionsgraphen mit einem
elektronischen Medium

Skizzen von Funktionsgraphen anfertigen konnen
Ablesen von Werten aus dem Funktionsgraphen -
den Funktionsgraph zum Problemlésen verwenden
Beschreiben der Abhangigkeit anhand des
Funktionsgraphen.

Funktionsgraphen, Definition einer
Funktion

Erkennen, ob eine Kurve ein Funktionsgraph ist.

2.1. Didaktische Grundlagen

2.1.1 Zur fundamentalen Idee der "Funktion"

Allgemeinbegriffe erwirbt man in der Regel durch die Erfahrung und Begegnung mit prototypischen
Reprasentanten (den Begriff "Tisch” verinnerlicht man nicht, indem man eine exakte Definition gibt,
sondern weil man verschiedene Prototypen des Tisches erlebt). So verinnerlichen Lernende die
fundamentale Idee der Funktion auch nicht durch eine "saubere™ Definition am Beginn des
Lernprozesses, sondern indem sie verschiedene Prototypen dieses Begriffes mdglichst anhand von
Beispielen aus seiner Erfahrungswelt erleben [Dorfler, 1991].

Im Laufe des "Funktionenlernens" erleben Lernende verschieden Prototypen des Funktionsbegriffes:

Prototvpen von Funldionen
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"Funktionenlernen™ besteht im Wesentlichen darin, einen Prototypen zu finden, Beziehungen
zwischen Prototypen herzustellen oder bestimmte Prototypen fur das Problemldsen zu nutzen.

Funktionenlernen an ""Prototypen’ in diesem Lernpfad
Text <—> Tabelle <—>Formel (=Funktionsgleichung) <—>Tabelle <—> Graf

Handybeispiel (1) Aus einem Text eine Tabelle, eine Gleichung finden.

Handybeispiel (2) Mit einem geeigneten elektronischen Werkzeug eine
Tabelle erstellen.

Handybeispiel (3) Die Tabelle zum Problemlésen nutzen.

Schachtelbeispiel (1) Aus einem Text, einer Skizze, einer Flashanimation eine
Formel (Funktionsgleichung) finden.

Schachtelbeispiel (2) Aus einer Formel eine Tabelle mit variabler Schrittweite
erstellen.

Handybeispiel (4) und Aus dem Text bzw. der Funktionsgleichung Eigenschaften

Schachtelbeispiel (3) der jeweiligen Funktionen ableiten kdnnen.

Schachtelbeispiel (5), Aus Gleichungen und Tabellen Graphen mit Hilfe

Handybeispiel (4) und (5) geeigneter elektronischer Werkzeuge ermitteln kénnen.

2.1.2 Zum genetischen Konzept

1. Anschluss an das Vorverstandnis der Adressaten.
Probleme, wie z.B. Handytarife, kommen aus der Erfahrungswelt der Schiiler/innen.

2. Zulassigkeit einer informellen Einfliihrung.
Eine "saubere" Definition des Funktionsbegriffes erfolgt erst, wenn die Schiiler/innen schon
langst mit verschiedenen Funktionsprototypen Bekanntschaft gemacht haben.

3. Hinflhren zu strengeren Uberlegungen; Erweiterung des Gesichtskreises,
Standpunktsverlagerung.
Die Aufgabensequenz soll den Schiler/innen die Notwendigkeit einer exakteren Fassung des
Funktionsbegriffes klar machen (Definitions- und Zielmenge, usw.)

4. Durchgehende Motivation, Kontinuitét.
Die Schiler/innen sollten auch das Gemeinsame in dieser Aufgabensequenz erkennen und den
Zusammenhang der einzelnen Phasen verstehen.

2.1.3 Drei Phasen des Mathematiklernens

o Die experimentelle, heuristische Phase:
Durch experimentieren mit verschiedenen Funktionsprototypen (Tabelle, Graf, usw.) erfahren
die Schiler/innen die wichtigsten Kennzeichen funktionaler Abhé&ngigkeiten.

e Die exaktifizierende Phase:
Sie besteht in diesem Lernpfad in der Definition der Funktion und des Funktionsgraphen.
Beweise im engeren Sinn findet man erst in spateren Teilen des Kapitels "Funktion”.

e Die Anwendungsphase:
Anwendungen begleiten den ganzen Lernprozess. Aus den Anwendungen wird auch der
Funktionsbegriff erarbeitet. Im letzten Teil werden dann noch Aufgaben zur Festigung des
Gelernten und eventuell zur Selbstevaluation und als Ubungsaufgaben angeboten.
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2.2. Grundvorstellungen - Grundfahigkeiten

2.2.1 Grundvorstellungen zu Funktionen

Grundvorstellung 1:
Einen naiven Funktionsbegriff verinnerlichen: "Abhéngigkeiten zwischen Grolen™
Grundvorstellung 2:
Beziehungen zwischen verschiedenen "Prototypen” des Funktionsbegriffes herstellen und
nutzen koénnen:
o Text<—> Tabelle
o Text<—>Term
o Term <—> Tabelle
o Tabelle <—> Graph
o Term <—> Graph
Grundvorstellung 3:
Einen exakteren Funktionsbegriff verinnerlichen

2.2.2 Grundfahigkeiten zu Funktionen

Grundfahigkeit 1:

Mit Informationen aus einem Text eine Tabelle erstellen kénnen
Grundfahigkeit 2:

Tabelle zum Interpretieren, zum Problemldsen nutzen kénnen
Grundféhigkeit 3:

Aus einem Text, einer Tabelle einen Funktionsterm entwickeln kénnen
Grundfahigkeit 4:

Aus einem Text, einer Tabelle, einem Term einen sinnvollen Definitionsbereich ableiten
kodnnen

Grundfahigkeit 5:

Aus einer Tabelle, einem Funktionsterm einen Graphen zeichnen kénnen
Grundféhigkeit 6:

Graphen interpretieren kdnnen

Grundfahigkeit 7:

Fur alle diese Grundfahigkeiten technologische Hilfsmittel nutzen kénnen

2.2.3 Was steht im Lehrplan?

In allen Schularten ist die Nutzung von informationstechnologischen Medien verpflichtend
vorgeschrieben.

Allgemein bildende hohere Schule (AHS)
5. Klasse - Funktionen

Beschreiben von Abhéngigkeiten, die durch reelle Funktionen in einer Variablen erfassbar
sind (mittels Termen, Tabellen und Graphen), Reflektieren tiber den Modellcharakter von
Funktionen

Beschreiben und Untersuchen von linearen und einfachen nichtlinearen Funktionen
Untersuchen von Formeln im Hinblick auf funktionale Aspekte, Beschreiben von direkten und
indirekten Proportionalitaten mit Hilfe von Funktionen

Arbeiten mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen
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Hohere technische und gewerbliche Lehranstalten (HTL)

1. Jahrgang - Funktionen
e Begriff, Darstellung im Koordinatensystem; lineare Funktion; Interpretieren von Tabellen, ...

Handelsakademien (HAK)
I1. Jahrgang - Funktionen, Umkehrfunktionen, ...
Hohere Lehranstalten fur wirtschaftliche Berufe (HLW)

Lehrplan ist nicht jahrgangsbezogen - Funktionenlehre
e Lineare Funktionen und dazugehérige Gleichungen
e Potenz- und Wurzelfunktionen, ...
e Anwendungsbeispiele und Projekte zu funktionalen Zusammenhdangen

Bildungsanstalt fir Kindergartenpadagogik (BAKIP)

2. Klasse - Funktionen
e Lineare Funktionen, Potenzfunktionen, Wurzelfunktionen

2.3. Literatur

Dorfler, Willi. (1991): "Der Computer als kognitives Werkzeug und kognitives Medium™ in
Computer — Mensch — Mathematik. Verlag Holder-Pichler-Tempsky, Wien, 1991, S. 51. ISBN3-209-
01452-3.

3. Drehbicher

o Einsatz des Lernpfades als Lernsequenz. Der verbindende Text soll als Leitfaden fiir das
selbst gesteuerte Lernen dienen.

e Einsatz im Rahmen einer Lernspirale ( Lernspirale befindet sich im Anhang).

e Der modulartige Aufbau erlaubt einen Einsatz nach individuellen methodischen
Vorstellungen (nach eigenem "Drehbuch™). Die in diesem Kapitel angesprochenen
Grundféhigkeiten und Grundfertigleiten sollten aber auf jeden Fall vermittelt werden. Dabei
kann die im Folgenden angebotene Ubersicht eine Art Leitlinie sein.

4. Vorteile des Medieneinsatzes bei diesem Lernpfad

Das Erstellen von Tabellen und Graphen von Funktionen ist ohne elektronisches Medium sehr
mihsam. Haben die Schiler/innen verstanden, wie eine Tabelle oder ein Graph angefertigt wird, so
kann diese Arbeit nun das elektronische Medium tibernehmen und es bleibt mehr Zeit zum Herstellen
von Beziehungen zwischen den einzelnen Prototypen von Funktionen bzw. fiir das Finden von
Prototypen von Funktionen zum Problemldsen.

Elektronische Medien eignen sich beim Thema Funktionen hervorragend um mit den einzelnen
Prototypen zu Experimentieren und dadurch Erkenntnisse tber die vorliegende Funktion zu erhalten.
Sie kdnnen auch dazu beitragen, dass die Schiiler/innen eine bessere Vorstellung vom Begriff
»~Abhangigkeit* erwerben (Interaktive Applets).
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5. Interne Evaluation

5.1 Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Der Lernpfad greift Wissen aus der Unterstufe auf und aktiviert sie. Die intuitive Begriffshildung der
Unterstufe wird exaktifiziert. Im didaktischen Kommentar wird VVorwissen nicht explizit angefuhrt.
Die Beziehungen zwischen Graph-Text-Term-Tabelle-Gleichung werden zwar ausfihrlich dargestellt,
es wird aber nicht festgehalten, dass nicht alle im Lernpfad abdeckt werden. Hinweise zur
Leistungsbeurteilung fehlen. Die Bedeutung der Begriffe ,,Grundvorstellungen und
,Grundfahigkeiten“ sollte genauer erklart werden.

Unter ,,Verwendete Medien” muss GeoGebra ergénzt werden. AulRerdem sollte angefiihrt werden, dass
CAS-Rechner, Derive und Excel wahlweise verwendet werden konnen, da in der aktuellen Fassung
der Eindruck erweckt wird, dass alle drei Technologien parallel zu verwenden sind.

Die methodische Umsetzung als Lernspirale ist detailliert mit Lernzielen angegeben, allerdings im
Lernpfad schwer auffindbar. Fir die Umsetzung als Lernsequenz fehlen Zusatzinformationen flr
Lehrer/innen sowie ein Verlaufsplan fur Schiler/innen mit verbindenden Texten.

Die Farbgebung (Aufgabe, Werkzeug, Theorie) ist im didaktischen Kommentar nicht erklért.

5.2 Zum Lernpfad selbst

Die ausgewéhlten Beispiele erscheinen furr den Einstieg in das Thema sehr geeignet. Bei einigen
Aufgabenstellungen passt jedoch die Art der Losung nicht zur Fragestellung. Z.B. beim
Einstiegsbeispiel Handy(1): Die Art der Lésung (Funktionsgleichung) passt nicht zur
Aufgabenstellung (lediglich der Term in der Tabelle ist gefragt). Besser: In der Losung die gesamte
Tabelle anfliihren und als zusétzliche Aufgabenstellung: Kannst du eine geeignete Funktionsgleichung
angeben? Analog bei weiteren Beispielen.

Lernziele werden am Beginn jedes Beispiels angefiihrt, auch wenn sich die Formulierung nicht direkt
an den Schler / die Schulerin richtet.

Es werden verschiedene Lerntypen angesprochen: bildhaft (Darstellungen, Animationen), lesend,
schreibend (konkrete Auftrage), aktives Tun (Graphen héndisch zeichnen).

Einige im Lernpfad verwendete Begriffe (z.B. reelle Grole) sollten genauer erklart werden, um das
Verstandnis zu unterstiitzen. Anderungsvorschlag: Ubung zum aktiven Lernen dieser Begriffe sowie
eventuell Pop-up-Fenster mit Definition oder Erklarung, wenn diese Begriffe im Text auftreten.

Begriffe werden exaktifiziert (Definition und Abhédngigkeiten). Bei der Umsetzung als Lernsequenz
fehlen allerdings konkrete Handlungsanweisungen fur die Schiiler/innen (z.B. ausdrucken und
wichtige Begriffe markieren oder Glossar anlegen). Zusétzlich kdnnte im Anschluss an die
Exaktifizierung ein Hot-Potatoe-Test zur Wissensiiberprufung eingefugt werden.

Die Veranschaulichung mathematischer Inhalte steht im Zentrum der Betrachtungen. VVerschiedene
Schreibweisen werden sehr exakt angegeben und sind mit den Schulbtichern vertraglich.

In der Lernspirale werden Methoden, Arbeitsform und Dokumentation sehr genau beschrieben, fehlen
in der Lernsequenz jedoch meistens.

Die Werkzeughinweise sind sehr ausfuihrlich und genau (mit Screenshots, Menufiihrung etc.). Die
Screenshots der Excel-Grafiken sollten etwas vergrofert werden.
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Differenzierungsmdglichkeiten fehlen. Einige Lernschritte kdnnen als Wahimdglichkeit
gekennzeichnet werden (z.B. Punktgraphen zeichnen). Bei den abschlieRenden Beispielen bietet sich
eine Differenzierung an, indem der Schwierigkeitsgrad des Beispiels angegeben wird.

Informationssuche wird nicht explizit als Lernmethode verwendet. Der Lernpfad ist in sich
abgeschlossen. Als Differenzierung lassen sich eventuell Arbeitsauftrage mit Internetrecherche
erganzen.

Durch die tabellarische Auflistung der einzelnen Lernschritte, fehlen verbindende Elemente. Dies
unterstiitzt aber andererseits eine Modularisierung des Lernpfads. Lernobjekte sind dadurch einzeln
verwendbar. Die Evaluator/innen haben den Eindruck, dass die tabellarische Gestaltung nicht zu
lustvollem Lernen beitrdgt. Zusammenfassungen sind vorhanden und leicht auffindbar.

Handlungsanweisungen werden in der Lernspirale im Begleitmaterial ausfiihrlich beschrieben. Fir die
Lernsequenz befinden sich die Arbeitsaufforderungen teilweise bei den einzelnen Objekten, wobei

eine Verbindung der einzelnen Lernobjekte wiinschenswert wére. An manchen Stellen folgt einer
Fragestellung keine Anweisung, was die Schuler/innen damit tun sollen.

5.3 Zur Wissenstuberpriufung und Leistungsmessung

Es gibt Ubungsphasen, zur Festigung miissen jedoch zusitzliche Ubungen vom Lehrer / der Lehrerin
bereitgestellt werden. Teile der Selbstkontrolle sind dynamisch, andere statisch (die Losungen werden
vorgegeben). Ein moéglicher Vorschlag: Schiler/innen wird die Maglichkeit zur selbststandigen
Eingabe geboten und dann erst die Lésung prasentiert.

6. Externe Evaluation

6.1 Schiler/innen-Rickmeldungen

Es haben 281 Schiler/innen an der externen Evaluation teilgenommen.

Uber 20% geben an, regelmaRig im Unterricht in Gruppen zu arbeiten. Partnerarbeit und Einzelarbeit
entsprechen dem Durchschnitt der Untersuchung. 40% arbeiten regelméRig am Computer.
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Lernplattformen werden Uberdurchschnittlich oft verwendet:

04f_Arbeitsweise_Lernplattform
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Die Schiler/innen finden sich zu 70% mit den Links zurecht. Das Layout findet etwas weniger
Zustimmung als im Durchschnitt (Riickmeldungen: ,,Das Layout schaut [...] komisch aus.”). Die
Sprache wird als etwas weniger verstandlich empfunden als im Durchschnitt. Fragestellungen,
Erklarungen, Anleitungen werden von den Schiler/innen als unklar/unverstandlich empfunden, Texte
(vor allem der Text im Theorieteil) als zu kompliziert.

N -

Ebenso werden interaktive Ubungen als weniger hilfreich im Vergleich zum Durchschnitt empfunden.

Fast 60% der Schiler/innen mdchten wieder mit einem Lernpfad arbeiten:

14 Lernpfad_wieder

60—

50—

40—

ja

30—

Prozent

nein

20—

10—

14 Lernpfad_wieder

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Funktionen, Seite 8




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Entsprechend dem Durchschnitt verwenden tiber 30% den Lernpfad zum Uben fiir die Schularbeit.
Uber 60% haben die mathematischen Inhalte véllig oder eher verstanden.

Neugier und Lust am mathematischen Tun wird geringfiigig seltener empfunden als im Durchschnitt.
Sinn und Bedeutung der neu erlernten Inhalte wird deutlich weniger oft erkannt als im Durchschnitt.
Gegenseitige Hilfe beim Lernen, das Sprechen tiber mathematische Inhalte und das Ubernehmen von
Eigenverantwortung entsprechen dem Durchschnitt:

Beim Durcharbeiten dieses Lernpfades war es méglich, mit anderen Schiler/innen lber die
mathematischen Inhalte zu sprechen:

17_Miteinander_sprechen

50—

40—

trifft vollig
zu

20 trifft eher
Zu

Prozent

trifft eher
20 nicht zu

trifft gar
nicht zu

0 T T T

1 2 3 4
17_Miteinander_sprechen

Schuler/innenzitate: ,,Die Gruppenarbeit und die Kommunikation, es war eine gute Abwechslung zum
"normalen” Unterricht!**

,,Mir hat gefallen, dass man mit den Mitschilern/innen viel reden konnte und alle sehr hilfsbereit
waren jemand etwas nicht gleich kapiert hat! Hat die Gemeinschaft gestarkt!*

Mit groRer Begeisterung wird die Schachtel-Animation aufgenommen: Animation, Farben und
Zerlegung in Schritten tragen zum Verstandnis bei. Schiler/innenzitat: ,,Durch die schrittweise
Animation beim Schachtelbeispiel konnte ich mir gut vorstellen, wie das Beispiel zu l16sen ist. Auch
die Temperaturkurve mit Schieberegeln wird mehrmals ausdriicklich als hilfreich genannt.

In vielen Riickmeldungen wiinschen sich die Schiler/innen Lésungen und Maéglichkeiten zur
Selbstkontrolle.
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6.2 Lehrer/innenrickmeldungen

Es haben 16 Lehrer/innen an der externen Evaluation teilggnommen. Darunter waren 3 eLSA-
Lehrer/innen, 3 eLC-Lehrer/innen und 4 IMST-Lehrer/innen.

Auffallend war, dass fast die Hélfte der Lehrer/innen im Unterricht bereits mit einer Lernplattform
gearbeitet hat.

05d_Vorerfahrung_Plattformeinsatz

104

8_
2 e 1....Regelmalig
> 2...Selten
3 3...Nie
I

4_

2_

0 T T T

1 2 3

05d_Vorerfahrung_Plattformeinsatz
12 von 16 Lehrer/innen

sind der Meinung, dass die vorgeschlagene Unterrichtsmethode die Kommunikation der Schiiler/innen

Haufigkeit

untereinander tUber Mathematik fordert:

15 Kommunikation

1...trifft vollig zu
2...trifft eher zu
3...trifft eher nicht zu
4... trifft gar nicht zu

0 T T T T
1 2 3 4

15 _Kommunikation
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8 von 16 Lehrer/innen meinen, dass der Lernpfad den Schiler/innen eher keine unterschiedlichen und
individuellen Lésungswege ermdéglicht.

Nur 6 Lehrer/innen glauben, dass mit diesem Lernpfad die Schiler/innen Mathematiklernen als

Erkundungsprozess erleben, der allein oder gemeinsam mit anderen in intensiven Austausch von Ideen
und Argumenten vollzogen werden kann.

21 Erkundungsprozess

10—

o 1...trifft vollig zu
2..trifft eher zu
3...trifft eher nicht zu
4 4... trifft gar nicht zu

Haufigkeit

I I I
1 2 3

.

21 _Erkundungsprozess
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7. Erstellungsprozess

5.4.2005 Treffen Wien (10 — 17Uhr)
Besprechen der bereits vorhandenen Ressourcen zum Thema ,,Funktionen® im Internet. Abgrenzen der
mdglichen Inhalte des Lernpfads. Lehrplanstudium. Beginn der Erstellung eines Lernzielkatalogs.

16./17.4 Treffen Salzburg (10 -17Uhr) mit Markus Hohenwarter
Einsatz von GeoGebra zum Thema Funktionen

254 Treffen Wien (10 — 17Uhr)
Besprechung des erstellten Lernzielkatalogs zum Thema ,,Funktionen®. Aufgabenverteilung zur
Erstellung von Lernobjekten zum Thema ,,Funktionen — Einstieg“.

195 Treffen Wien (10-17Uhr)
Besprechen der erstellten Lernobjekte bzw. Uberarbeitung der erstellten Lernobjekte

28.5/28.5 Arbeitstagung Medienvielfalt in Stockerau (14 — 16Uhr)
Besprechung der erstellten Lernobjekte. Aufgabenverteilung: technische Umsetzung, methodische
Anleitungen, didaktischer Kommentar, Werkzeughandling

13.7 Treffen Wien (10-17Uhr) mit Markus Hohenwarter
Mdglicher Einsatz von GeoGebra bei ,,Funktionen — Einstieg®. Besprechen der methodischen
Anleitungen, Werkzeughandling,...

13.9. Treffen Wien (10 -17Uhr)
Besprechen des didaktischen Kommentars, Design des Lernpfads, ...

14.10/15.10  Arbeitstagung Salzburg
Besprechen der letzen Uberarbeitungen, Ubersichtsseite des Lernpfads

10.11/11.11
Einarbeiten von Anregungen zum Lernpfad vom Bundesseminar ,,Medienvielfalt im
Mathematikunterricht* in Rankweil, Fertigstellen des Didaktischen Kommentars.

22. 6. 2006 Treffen Hollabrunn (10 — 17 Uhr)
Besprechen des Rechenschaftsberichtteils Uber den Lernpfad ,,Funktionen — Einstieg*,
Aufgabenverteilung.

31. 8. 2006 Treffen Hollabrunn (9 - 15 Uhr)
Besprechen und Uberarbeiten der einzelnen Teile fur den Rechenschaftsbericht.

26. 9. 2006 Treffen Hollabrunn (11 - 18 Uhr)
Fertigstellen des Rechenschaftsberichts.

Zwischen allen Treffen wurde das erstellte Material per E-mail ausgetauscht und
Anderungsvorschlége eingebracht bzw. eingearbeitet.

8. Anhang

8.1 Lernspirale zum Lernpfad
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Lernspirale zum Thema ,,Einstieg Funktionen*

5. Klasse

von

Bierbaumer Irma (irma.bierbaumer@utanet.at )
Embacher Franz (franz.embacher@univie.ac.at)
Heugl Helmut (hheugl@aon.at)

Themenbereich/Inhalte:

Einstieg Funktionen

Fachliche
Voraussetzungen: Ziele:
o Erstellen von  Wertetabellen mit  einem
elektronischen Medium.
o Ablesen von Werten aus der Wertetabelle.
o Kennen und anwenden kénnen der Definition einer
Funktion.
e Bezeichnungen wie Definitionsmenge, Zielmenge,
Argument,  Funktionswert, abh&ngige und
unabhangige Variable kennen und anwenden
koénnen.
e Definition eines Funktionsgraphen formulieren
und anwenden kénnen.
e Erstellen von Funktionsgraphen mit einem
elektronischen Medium.
e Skizzen von Funktionsgraphen anfertigen kdnnen.
e Ablesen von Werten aus dem Funktionsgraphen.
e Beschreiben der Abhéngigkeit anhand des
Funktionsgraphen.
e Erkennen, ob eine Kurve ein Funktionsgraph ist.
Methodische
Voraussetzungen: Ziele:
o Arbeitsblatter bearbeiten
e Gruppen —und Partnerarbeit e Erweiterung und Festigung des
) . . Lernmethodenrepertoires der Schiiler/innen
e Présentation von Ldsungen
¢ Informationsbeschaffung aus Arbeitsbléttern
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Makrospirale zum Thema

Einstieg Funktionen (5.Klasse)

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren \

Al Anhand einer Tabelle eine Formel entwickeln, Tabelle mit elektronischem Medium erzeugen,
anhand der Tabelle Fragestellungen beantworten.
A2 Anhand von geometrischen Uberlegungen eine Formel entwickeln, Tabelle mit elektronischem
Medium erzeugen, anhand der Tabelle Fragestellungen beantworten.
Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten
A3 Definition einer Funktion, Bezeichnungen bei Funktionen wie Definitionsmenge, Zielmenge,
Argument, Funktionswert, abhdngige und unabhéngige Variable.
Ad Definition des Graphen einer Funktion, erstellen von Graphen von Funktionen mit einem
elektronischen Medium, beantworten von Fragestellungen mit Hilfe des Graphen einer Funktion
Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben \
A5 Beantworten von Fragestellungen mit Hilfe von erstellten Wertetabellen und Graphen, angeben
von Ziel- und Definitionsmengen von Funktionen, ablesen von Werten aus dem Funktionsgraph.
A6 Erkennen, ob eine Kurve ein Funktionsgraph ist oder nicht.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation —Funktionen, Seite 14




Einstieg Funktionen

5.Klasse

rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel Al: Handyrechnung

Arbeits-

Sozial-

schritte | Lernaktivitaten der Schule/innen form | 2 Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
Jeder Schiiler, jede Schiilerin bearbeitet die . Arbeitsblatt entweder ausgedruckt
1 EA 10 min
Aufgabenstellung zum Handybeispiel (1). oder elektronisch, Schuliibungsheft.
E'(;i%regzizn ité?(gl\)/erglelchen der gefunden Lésungen zu Arbeitsblatt entweder ausgedruckt
2 ybeisp ' PA 10 min* | oder elektronisch, Schuliibungsheft
Danach wird in Partnerarbeit Handybeispiel (2) bearbeitet. und elektronisches Werkzeug.
Arbeitsblatt entweder ausgedruckt
3 Bearbeiten von Handybeispiel (3). PA 10 min | oder elektronisch, Schuliibungsheft
und elektronisches Werkzeug.
iskutieren der gefundenen Antworten und Einigung au . ufteilung der Klasse in
A Diskuti d fund A d Eini f GA 5 min Aufteilung der KI i
eine Gruppenldsung. 4 Gruppen.
enum min eamer, elektronisches Werkzeug
5 Jede Gruppe présentiert die Antwort auf eine Anfrage an Pl 10 mi B lektronisches Werk

die Hotline. Diskussion der gefundenen Lésungen.

! Sind die Schiiler/innen mit dem elektronischen Werkzeug noch nicht vertraut, so muss hier mehr Zeit eingeplant werden.

© Medienvielfalt 2005
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Einstieg Funktionen 5.Klasse rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel A2: Volumen einer Schachtel

Arbeits- Sozial- . N i
schritte | Lernaktivitaten der Schiiler/innen form | Z°t Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
1 Jeder Schiiler, jede Schiilerin bearbeitet Schachtelbeispiel EA 10 min Arbeitsblatt entweder ausgedruckt
(2). oder elektronisch, Schulubungsheft.

Besprechen und Vergleichen der gefunden Lésungen zu

Schachtelbeispiel (1). Arbeitsblatt entweder ausgedruckt

2 PA 10 min? | oder elektronisch, Schuliibungsheft
Danach wird in Partnerarbeit Schachtelbeispiel (2) und elektronisches Werkzeug.
bearbeitet.

Arbeitsblatt entweder ausgedruckt
GA 10 min oder elektronisch, Schuliibungsheft
und elektronisches Werkzeug.

Aufteilung der Klasse in

A Diskutieren der gefundenen Antworten und Einigung auf
4-5 Gruppen.

eine Gruppenldsung.

5 Eine Gruppe présentiert die Losungen der Fragestellungen.

Diskussion der gefundenen Losungen. Plenum |10 min Beamer, elektronisches Werkzeug

2 Sind die Schiiler/innen mit dem elektronischen Werkzeug noch nicht vertraut, so muss hier mehr Zeit eingeplant werden.
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Einstieg Funktionen

5.Klasse

rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel A3: Definition und Bezeichnungen

Arbeits- Sozial- . —_ .
schritte | Lernaktivitaten der Schiiler/innen form | Z4°t Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
Theorieblatt (Definition des
Funktionsbegriffs, Funktionen o o
Jeder Schiiler, jede Schilerin liest das Theorieblatt mit dem . beschrelben Abhéng|gke_|ten) K iiifﬁes.f:t”r'ﬂr ie,ierbseﬁgéllirtltn
1 Musterbeispiel“ durch und fillt das Arbeitsblatt aus EA 20 min Arbe!tsblatt Handybelsp[el .(4)’ (entweder Handybeispiel (4)
" ' Arbeitsblatt Schachtelbeispiel (3) oder Schachtelbeispiel (3).
entweder ausgedruckt oder
elektronisch.
Theorieblatt, Arbeitsblatt E« finden sich zwe
H H H. H S TInaen sicn zwel
) Besprechen und Vergleichen des Arbeitsblatts. PA 10 min Haﬁd);]be:spl_el (4|) , Arbeitsblatt Sehiler/innen mit dem
Schachtelbeispiel (3) entweder gleichen Arbeitsblatt,
ausgedruckt oder elektronisch,
Aufteilung der Klasse in
: : ‘s 4Gruppen. In jeder Gruppe
A D_|skut|eren def gefundenen Antworten und Einigung auf GA 10 min finden sich Schiler/innen die
eine Gruppenldsung. das gleiche Arbeitsblatt
bearbeitet haben.
Jeder Schiiler, jede Schiilerin
erhalt das zweite, noch nicht
Je eine Gruppe pro Arbeitsblatt présentiert die Lésungen . . bearbeitete Arbeitsblatt und
S der Fragestellungen. Diskussion der gefundenen Lésungen. Plenum 110 min | Beamer u./od. Overheadprojektor schreibt bei der Prasentation
mit (oder flllt das Arbeitsblatt
als HU aus).
© Medienvielfalt 2005 17 Bierbaumer, Embacher, Heugl




Einstieg Funktionen

5.Klasse

rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel A4: Funktionsgraphen

Arbeits- Sozial- . N .
schritte | Lernaktivitaten der Schiiler/innen form | Z4°t Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
Jeder Schiiler, jede Schiilerin liest die Definition flr den Arbeitsblatt elektronisch
1 Graphen einer Funktion genau durch und Gbertrégt diese ins | EA 5 min huliib hef '
Schuliibungsheft. Schultibungsheft.
Jeder Schiiler, jede Schiilerin erhalt ein Arbeitsblatt Arbeitsblatt Handybeispiel (5), _ ) _
andybeispie oder Schachtelbeispiel (4). Die . 3 rbeitsblatt Schachtelbeispie e .
5 (Handybeispiel (5) oder Schachtelbeispiel (4). Di oA 15 miné | Arbeitsblatt Schachtelbeispiel (4) o finden sich zwet
Aufgabenstellungen werden in Partnerarbeit bearbeitet. entweder ausgedruckt oder _ gleichen Arbeitsblatt.
elektronisch, elektronisches Medium.
Aufteilung der Klasse in
; ; P ; 6Gruppen. In jeder Gruppe
4 Dlskutlergn der gefunden Antworten und Einigung auf eine GA 10 min finden sich Schiler/innen die
Gruppenldsung. das gleiche Arbeitsblatt
bearbeitet haben.
A " Arbeitsblatt Handybeispiel (5), Bild Misch
Experten erklaren ihren Lésungsweg den anderen . - liden von Mischgruppen.
5 GrSppenmithiedern. Diese magc]:hengAufzeichnung am GA 15 min Arbeitsblatt Schachtelbeispiel (4) Jeder Schiller, jede Schiilerin

Arbeitsblatt.

entweder ausgedruckt oder

elektronisch, elektronisches Medium.

erhélt das fehlende
Arbeitsblatt.

® Sind die Schiiler/innen mit dem elektronischen Werkzeug noch nicht vertraut, so muss hier mehr Zeit eingeplant werden.

© Medienvielfalt 2005
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Einstieg Funktionen

5.Klasse

rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel A5: Uberall Funktionen

Arbeits-

Sozial-

schritte | Lernaktivitaten der Schiiler/innen form | et Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
4 Arbeitsbléatter
(Geschwindigkeitsmessung,
1 Jeder Schiiler, jede Schiilerin bekommt ein Arbeitsblatt und | EA od. 20 min Rechtwinkeliges Dreieck, Zug und
I6st die Aufgabenstellungen. PA Baustelle, Bremsweg) elektronisch
oder ausgedruckt, Dokumentation,
elektronisches Medium.
: : ‘s In jeder Gruppe finden sich
2 D_|skut|eren def gefundenen Antworten und Einigung auf GA 10 min Schiler/innen die das gleiche
eine Gruppenlosung. Arbeitsblatt bearbeitet haben.
Experten erklaren ihren Losungsweg den anderen i‘é‘;‘:r‘szﬁﬂlgf'jgggggﬁjlgrm
4 Grup_penmltglledern. Diese machen Aufzeichnung am GA 40 min erhélt die fehlenden
Arbeitsblatt. Arbeitsbltter.
Ein Schuler/ eine Schilerin
wird zufallig zur Présentation
ausgewahilt.
Die restlichen
. . . . - . . Ergénzungsbeispiele
5 Présentation und Diskussion der Beispiele. Plenum |25 min | Beamer u./ od. Overheadprojektor (Temperaturkurve, Funktionale
Abhéngigkeiten verstehen,
Erweitertes Schachtelbeispiel)
kénnen als Hauslibung
aufgegeben werden.
© Medienvielfalt 2005 19 Bierbaumer, Embacher, Heugl




Einstieg Funktionen

5.Klasse

rb_Funktionen

Mikrospirale zu Arbeitsinsel A6: Ist das ein Funktionsgraph?

Arbeits-

Sozial-

schritte | Lernaktivitaten der Schiiler/innen form | et Arbeitsmittel/Anlagen Sonstiges
Jeder Schiiler, jede Schulerin bearbeitet den Multiple . . .
1 Choice-Test und druckt das Arbeitsblatt aus. EA 10min - Elektronisches Arbeitsblatt
Die Beispiele werden besprochen und am Arbeitsblatt .
2 Begrundungen fir ,,Graph* oder ,,nicht Graph* notiert. GA 15 min
= : : : s Schiler/innen werden zur
3 I;rasgptatlon und Diskussion der Beispiele und Plenum |15 min | Beamer u./od. Overheadprojektor Prasentation zuféllig
egrundungen. ausgewahlt.
© Medienvielfalt 2005 20 Bierbaumer, Embacher, Heugl
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Lernpfad: Vektorrechnung in der Ebene, Teil 1

9. Schulstufe

Autoren/innen:

Lernpfad: Andreas Lindner, Markus Hohenwarter, Thomas Himmelbauer,
Arbeitsplan: Anita Dorfmayr

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Die Vektorrechnung bietet in der Einfllhrungsphase eine ideale Mdglich zum Einsatz von
dynamischer Geometriesoftware wie das in dem Lernpfad oftmals verwendete Programm
GeoGebra. Diese Software stellt die Verwendung von Vektoren in der Ebene standardméafig
zur Verflgung, so dass Visualisierungen wie in den dargestellten Applets ermoglicht werden.
Durch die Verwendung von dynamischen Formeln kann das intuitive Verstandnis fur die
Lage oder die Lange von Vektoren wesentlich erleichtert werden. Die Einarbeitungszeit fur
diese Geometriesoftware ist fiir Schiler/innen erfahrungsgeman sehr kurz, so dass das
Hauptaugenmerk der Arbeit stets auf die Mathematik gerichtet bleiben kann und nicht auf die
Beherrschung der Technik.

Weiters bietet die Vektorrechnung einen guten Ansatz, die facherubergreifenden Aspekte
zwischen Mathematik und Physik bzw. Technik hervorzuheben, wie in den
Anwendungsbeispielen versucht wird aufzuzeigen. Dabei stand bei der Konzeption des
Lernpfades stets das erforschende, explorative Arbeiten der Schiler/innen als Einstieg in
jedes Kapitel im VVordergrund, das in weiterer Folge in einer Phase der Exaktifizierung
erganzt wird.

2. Didaktischer Kommentar

Dieser Lernpfad bietet einen Einstieg in die
Grundlagen der Vektorrechnung. Durch
interaktive Applets, Ubungen und Aufgaben
mit Lésungen sollen die Schilerinnen und
Schiler die Darstellung von Vektoren und das
Rechnen mit diesen erlernen. In mehreren
Anwendungsbeispielen aus den
Naturwissenschaften sollen die Notwendigkeit
und die Einsatzmoglichkeiten fur das Rechnen
mit Vektoren erldutert werden, wobei auf eine
Kombination von Lernen am PC und
traditionellem Unterreicht mit Heft Wert
gelegt wird. Eine Anleitung zum Arbeiten mit
Vektoren in GeoGebra und in Computer-
Algebra-Systemen rundet das Angebot ab.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Vektorrechnung 1, Seite 1
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Kurzinformation

Schulstufe 9. Schulstufe
Dauer 4 - 6 Stunden
Unterrichtsfacher Mathematik
VVerwendete Medien Java-Applets, Dynamische Geometrie Software (DGS)
Technische
Java
\Voraussetzungen
Andreas Lindner, Markus Hohenwarter, Thomas Himmelbauer,
Autoren )
Anita Dorfmayr

Voraussetzungen fur die Lehrkraft

e technische Voraussetzungen: Java, Umgang mit dem Internet
« fachliche Voraussetzungen: Vektorrechnung im R? auf elementarem Niveau

Einstieg: Vorwissen / Voreinstellungen aktivieren

e kein spezielles VVorwissen nétig.

Neuigkeiten: Neue Kenntnisse / Verfahrensweisen erarbeiten

e Verbalisieren von Sachverhalten, die in den Applets erarbeitet worden sind.
Formulieren von Zusammenhéngen und selbstandiges Aufstellen von mathematischen
Formeln.

Darstellung von Grofien durch Pfeile

Erweiterung und Abstraktion von Zahlen auf zweidimensionale GréRen
Rechenoperationen mit zweidimensionalen Gréfzen kennenlernen

Verbinden von rechnerischen und graphischen Losungsmoglichkeiten

Herausforderungen: Komplexere Anwendungs-/ Transferaufgaben

e Rechengesetze fir die Vektorrechnung
o Darstellung der interaktiven Applets auf traditionelle Darstellung im Heft anpassen.
e Umkehrung der Vektoraddition zur Zerlegung in Komponenten

Lernmedien der Schiler/innen
Computer, Heft, Buch, Lernplattform.

Leistungsbeurteilung

Bewertung der Mitarbeit, entsprechende Schularbeitsbeispiele, Hauslibungsbeispiele in der
Lernplattform, schriftliche Uberpriifung der Mitarbeit.

Die Leistungsbeurteilung hangt sehr stark von den im Verlaufsplan besprochenen Umstanden ab. So
wird sich die Beurteilung prinzipiell bei Einsatz einer Lernplattform auf andere Kriterien

stiitzen missen als bei Einsatz des Lernpfades zur Wiederholung und Festigung eines schon grofteils
bekannten Lerninhalts.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Vektorrechnung 1, Seite 2
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Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch interaktive Applets das erforschende
Lernen der Schiler/innen zu fordern. Die neu gewonnenen Erkenntnisse sollen im Anschluss
daran durch handisches Rechnen im traditionellen Sinn vertieft und gefestigt werden. Viele
der Aufgabenstellungen sind eine Verflechtung von Arbeiten am PC und Rechnen mit Papier
und Bleistift, wobei die Losungen der Ubungen entweder aus der Konstruktion ersichtlich
sind oder explizit als solche angefiihrt werden.

Der Lernpfad versteht sich nicht als detaillierte Anleitung zum Arbeiten mit CAS, sondern
gibt nur exemplarisch Losungsmoglichkeiten zu konkreten Aufgabenstellungen an. Dabei
erganzt eine Auflistung der wichtigsten Befehle flr Derive, MuPad und T 92/VVoyage 200

das Angebot.

Rolle des Lernpfads im Themenbereich

Teil 1 dieses Lernpfades deckt die Grundlagen des Themenbereichs "Vektorrechnung" in der
9. Schulstufe ab; zusammen mit Teil 2 werden alle relevanten Begriffe erklért und die
entsprechenden Rechenoperationen vorgestelit.

Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt

Lernziel

Einleitung

\Weg und Geschwindigkeit

eines Flugzeugs

Die Notwendigkeit fur die Einfihrung von gerichteten GroRen
verstehen.

Pfeile

Pfeile

L&nge eines Pfeils
Pfeile / Vektoren

Die koordinatenweise Schreibweise fiir Vektoren verwenden kdénnen.
Die Unterscheidung zwischen Pfeil und VVektor wiedergeben kénnen.
Die Ldange eines Pfeils berechnen kdnnen.

Schiebung \Vektoren als Mittel zur Schiebung einsetzen kdnnen.

Den Gegenvektor zu einem gegebenen Vektor rechnerisch und
Gegenvektor . . .

graphisch bestimmen kdnnen.
Rechenarten

\Vektoraddition
\ektorsubtraktion
Rechenregeln
Beispiel mit CAS

Die grundlegenden Rechenarten Addition und Subtraktion rechnerisch
und graphisch beherrschen.
Mit einem CAS-System Beispiele zur Vektorrechnung l6sen konnen.

Anwendungen
Einleitung
Beleuchtung
Laterne

Schiefe Ebene
Kréfteglei.gew.1

Vektoren in Komponenten zerlegen kénnen und die
Einsatzmoglichkeiten in der Technik verstehen.

\Vielfaches

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar rechnerisch
nachvollziehen und graphisch interpretieren kénnen.

Ubungen
\/ektoren ablesen
\ektor zeichnen
\Vektoren addieren
Kommutativgesetz

Durch die Ubungen die Rechensicherheit im Umgang mit VVektoren
erhdhen.

Anleitungen

Die Anleitungen verwenden und effizient einsetzen kdnnen.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

,» Die Abbildungen waren sehr leicht zu verstehen; das Layout war sehr bunt gestaltet. Die Merksatze
waren einfach formuliert - Schritt flr Schritt zu arbeiten war sehr toll.* (Zitat eines/einer Schilers/in
im Ruckmeldebogen)

Durch den Einsatz von dynamischer Geometriesoftware konnen Sachverhalte in vielen Fallen viel
besser und anschaulicher visualisiert werden als durch statische Skizzen.

Lange eines Pfeils

Als Beispiel sei hier die Lange eines Pfeils angefiihrt, deren Berechnung im verwendeten
Applet durch eine dynamische Formel angezeigt wird. Wenn der Benutzer Anfangs- oder
Endpunkt des Pfeils bewegt, dndert sich gleichzeitig auch die Formel und das Ergebnis der
Rechnung. AuRerdem wird die koordinatenweise Darstellung des Pfeils dynamisch angezeigt.
Durch Ausprobieren und Erforschen einer allgemeinen Situation in Kombination mit einer
konkreten Aufgabenstellung, die auch rechnerisch mit Papier und Bleistift gelost werden soll
und deren Losung angeboten wird, ergibt sich eine Lernsituation, die eine Verbesserung zum
traditionellen Mathematikunterricht darstellt.

Die Lange eines Pfeiles

In dern dargestellten rechbwinkeligen Dreieck gilt der Satz won
Pythagaras:

1 Linge eines Pfeils: —
] _A L g | AZ |=\J‘(I3‘M)2+(}’E‘ya)2

Far die Lange eines Wektars gilt wallig analog

)

2 2

Linge eines Vektors:| 7 |- = x0Ty,

Abbildung: Pfeil 4Z

a Foan
1T — 2 2 4
1A= {1.8) +(1.3) =2.2 Aufgabe:
4 E
| s Yerindere Anfangs- oder Endpunkt & bzw. E des Pfeils AF und
} heaobachte die Auswirkung auf die Lange des Pfeils!
— 18 1 .
| = Ubung:
) AE"[ 13 ]
T T, T . o T ', T ;T T T T2 s Berechne handisch und mittels nebenstehender Fonstruktion die
Lange des Pfeils vom Anfangspunkt A{0/2) bis zum Endpunkt E
; (3!
Lésung

A Lindner 2005, erstellt mit GeoGehra

Abbildung 1: Die L&nge eines Pfeils

,,Die Animationen waren sehr gut. Sie sind etwas leichter verstandlich als Erklarungen. Auch die
einzelnen Teilgebiete des Lernpfades "PFEILE"...waren sehr gut geordnet bzw. strukturiert. (Zitat
eines/einer Schilers/in im Rickmeldebogen)
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Ubungsaufgaben

In den Lernpfad sind Ubungsaufgaben eingebaut, die mit unterschiedlichen
Anfangsbedingungen beliebig oft wiederholt werden kdnnen und zur Festigung der neuen
Lerninhalte dienen sollen. Eine Rickmeldung Uber die Richtigkeit der Ausfuhrung erfolgt
uber ein Popup-Fenster, das Lange, Parallelitdt und Orientierung eines Pfeils wiedergibt.

Verschiedene Pfeile - derselbe Vektor
Verschiedene Pfeile reprasentieren denselben Vektor, wenn sie gleich lang, parallel und gleich erientiert sind.
E O Aufgabe:
! 2 Yerandere den Anfangspunkt- oder Endpunkt des roten

Pfeils =0, dass ..

* 1. der rote Pfeil zum selben Yektor gehdrt wie der

- blaue Pfeil;
Ay 4 2. der rote Pfeil gleich lang ist wie blaue Pfeil, aber
1 nicht zum zelbhen Yektor gehdrt.
A2 3. der rote Pfeil parallel ist zu blaue Pfeil, aber nicht
o \ zum selhen Yektor gehort;
Tz = a4 o 1 Nz | =z 4. der rote Pfeil gleich lang, parallel und
entgegengesetzt orientiert ist wie blaue Pfeil.
_1_ .
E, Uherprife die Beziehung der beiden Pfeile jeweils durch

Flicken auf "Pfeile vergleichen".

-2
MWache diese Aufgabe fr mindestens 3 verschiedene Pfeile:

MNeue Aufgabe | Ffeile vergleichen Klicke dazu auf "Neue Aufgabe”.
2. Hoherwarter 2005, erstellt mit GeoGebra

Abbildung 2: Ubungsaufgaben

Anwendungsbeispiele

Einige Anwendungsbeispiele sollen die Einsatzmoglichkeiten und die Notwendigkeit der
Vektorrechnung in der Technik und in der Naturwissenschaft veranschaulichen.

Strafenbeleuchtung

Eine Straltenbeleuchtung wird in einer bestimmten Hihe mantiert. Wie stark sind die seitlich in den Aufhangungspunkten
wirkenden Krafte?

Fan™
s
Aufgaben:

s “erandere die Lage des linken bzw. rechten
Authangungspunkts!Wie verteilen sich dann die wirkenden
Krafte Fy und .7

« “erandere die Lage der Lampe!
s erandere das Gewicht der Lampe!

Frage:

s |zt es maglich, eins der heiden Seile waagrecht zu
spannen?

e |3t es maglich, beide Seile waagrecht zu spannen?
Wenn nein, warum nicht?

Lésung:

@A Lindner 2005, erstellt mit GeoGehra

Abbildung 3: Anwendungsbeispiele - StraRenbeleuchtung
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Im folgenden Fall soll gezeigt werden, dass eine Verbindung von mathematischen
Aufgabenstellungen mit hinterlegten Bildern oftmals die Motivation erhéht und die
Vernetzung von abstrakter Rechnung mit anschaulicher Anwendung verstarkt.

Federwaagen - Krifte im Gleichgewicht

Beispiel: Die Kraft ﬁ3 wirkt der resultierenden Kraft van & und & entgegen; die 3 Krafte befinden sich im Gleichgewicht.

f )

2 118

Aufgaben:

s Werdndere die Lage der Punkte an
der ersten und 2weiten
Federwaage!

‘erschiehe bei Bedarf die
Kaonstruktion mit dem Punkt Al

s Rechne nach, ob die Summe von

F und E, auch tatsachlich - &,

entspricht!

=+ | =183
FS_ =116

A Lindner 2008, erstellt mit GeoGehbra

Abbildung 4: Anwendungsbeispiele - Federwaage

4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fir
Schiuler/innen

Nach Durcharbeiten dieses Lernpfades sollst du erkléren kénnen, was der Unterschied zwischen einem
Pfeil und einem Vektor ist.

« Beispiele daftir angeben kénnen, wozu man Vektoren verwenden kann.

* VVektoren mit Hilfe von Koordinaten angeben kénnen.

* Vektoren addieren, subtrahieren und Vielfache von Vektoren ausrechnen kénnen.

« die Lange von Vektoren berechnen kénnen.

Arbeite den Lernpfad sorgféltig durch. Du kannst bei jedem Lernschritt neu entscheiden, ob du ihn
lieber alleine oder gemeinsam mit einem Partner / einer Partnerin machen mdchtest.

Fuhre eine Projektmappe - handisch oder am Computer. Sie muss folgendes enthalten:

> diesen Arbeitsplan

» Zeitplan, auf dem mdglichst genau eingetragen ist, wann du was mit wem machen mochtest /
gemacht hast. Das Projekt dauert 5 Unterrichtsstunden.

» Alle deine Aufzeichnungen: Rechnungen, Merksétze, Skizzen, Probleme, Hauslibungen, ...

» Achte besonders darauf, deine Projektmappe Ubersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf
Uberschriften, Beispielangaben, etc. Kontrolliere zum Schluss, ob du alle Lernziele (siehe oben)
erfullt hast!

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Vektorrechnung 1, Seite 6




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

» Protokoll zu jedem Lernschritt mit den folgenden Inhalten:
o Titel und kurze Beschreibung des Lernschritts
0 deine Aufzeichnungen dazu
0 Hattest du Probleme mit dem Lernschritt? Wenn ja, welche?
> Alle GeoGebra-Dateien, die du selbst erzeugt hast (elektronisch oder ausgedruckt).
> Im Lernpfad werden vier Anwendungen vorgestellt. Wéhle eine Anwendung von diesen vieren
und gestalte dazu eine Ubersichtliche DIN A4 — Seite.

Prasentation: Deine Lehrerin / dein Lehrer wird vier Schillerinnen / Schiiler aus deiner Klasse
auswabhlen, die die vier vorgestellten Anwendungen der Vektorrechnung prasentieren sollen.

Es gibt 3 Hausiibungen, die verschiedenen Themen zugeteilt sind. Die Beispiele findest du in deinem
Schulbuch®. Uberlege selbst, wann du welche Hausiibung machen kannst. Die Hausiibungen sind
unterschiedlich lang. Teile dir die Arbeit daher gut ein!

Pfeil - Vektor - Schiebung Rechnen mit Vektoren

Pflicht: 672 a-d, 673 a-d, 681, Pflicht: 692 e-h, 693 a-b, 694 a, 696 a
685, 686 a-c, 687 a-c, Bonus: 696 b, 698 d-d, 699

687 d-g, 688 f-h
Bonus: 676

L&nge von Vektoren
Pflicht: 679 a—d, 682

Sollten Fragen bzw. Probleme auftauchen: Diskutiere dein Problem zuerst mit einem Mitschdiler oder
einer Mitschilerin. Falls ihr das Problem auch zu zweit nicht 16sen konnt, wendet euch an euren
Lehrer /eure Lehrerin.

Zur Beurteilung des Projektes zéhlen

> Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausflhrung, ...)

> Arbeitshaltung (Selbstandigkeit, ...)

» Hauslbungen. Achte auch auf rechtzeitige Abgabe der Hauslibungen!

> Freiwillige Zusatzlibungen (z.B. Beispiele aus deinem Schulbuch, Internetrecherche, etc.)

4.2. Anleitungen fur Lehrer/innen

Verlaufsplan / Prozesshinweise

Dieser Lernpfad wurde prinzipiell zum selbststéndigen Erarbeiten der Inhalte konzipiert. Besonderes
Augenmerk wurde auf die Verbindung von interaktiven Lernhilfen und traditionellen Medien (Tafel,
Buch, Heft) gelegt. AulRerdem eignet sich dieser Lernpfad auch als Wiederholung oder
Zusammenfassung der Lerninhalte.

Grundsatzlich ware fir ein effizientes Arbeiten pro Schiler/Schilerin ein PC notwendig; allerdings ist
auch eine Partnerarbeit an einem Gerét bei entsprechender Abstimmung der Lerngeschwindigkeiten
der beiden Partner durchaus mdglich. Das Arbeiten am Computer wird ofter durch
Aufgabenstellungen, die im Heft durchzufuhren sind, unterbrochen, weshalb idealerweise fur
ausreichend freien Arbeitsplatz zwischen den PCs gesorgt sein sollte.

Abhéngig von den &duBeren Gegebenheiten in der jeweiligen Klasse (standige Verfugbarkeit von
Computern in Notebookklassen, sporadische Einsatzmdglichkeit eines PCs im Informatik-Saal,...)
unterliegt eine Anpassung des vorliegenden Lernpfades dem unterrichtenden Lehrer/Lehrerin. So
konnten bei standigem Einsatz von Notebooks etwa Ubungsaufgaben mit dynamischer Geometrie -
Software wie GeoGebra oder mit CAS-Systemen wie Derive bearbeitet werden und anschlielend tber
Lernplattformen abgegeben werden.

! Gétz, Reichel: Mathematik Lehrbuch 5, 1. Auflage 2004
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Der Lernpfad dient der Erarbeitung bzw. Wiederholung neuer Inhalte und der Anwendung von
Vektoren bei technischen und physikalischen Fragestellungen. Die Modellbildung wird durch gut
durchdachte und detailliert gestaltete Applets sowie damit verbundene offene Fragestellungen
unterstitzt.

Mathematische Inhalte sind korrekt formuliert, die Begriffe ,,Pfeil” und ,,Vektor” werden aber nicht
durchgéngig scharf voneinander abgegrenzt. Dies wurde vom Autor aber bewusst so gehandhabt, um
den Umfang des Lernpfades nicht zu sprengen.

Lernziele sind fiir Lehrer/innen im didaktischen Kommentar nachzulesen, werden fir die
Schuler/innen nicht explizit angefiihrt, ergeben sich aber aus den Fragestellungen.

Konkret operative Phasen beschranken sich auf die Bedienung der zahlreich vorhandenen Applets, auf
Beobachten, Dokumentieren und auf das Berechnen von Ergebnissen. Ob dabei ausreichend
Madglichkeiten fiir Schuler/innen Uber Mathematik zu reden gegeben sind, bleibt dem Lehrer/der
Lehrerin Uberlassen.

Die Handlungsanweisungen zu den Applets und dynamischen Elementen sind manchmal zu wenig
genau bzw. nicht ausfiihrlich genug formuliert. Zusétzliche Anweisungen durch den Lehrer/die
Lehrerin in mindlicher oder schriftlicher Form bzw. konkrete Fragen in einer Lernplattform wirden
sinnvolles Arbeiten unterstiitzen.

Der Intention des Lernpfads entsprechend (als Einflihrung in die VVektorrechnung) gibt es zwar einige

Beispiele mit vorhandenen Losungen, die durch Verweise auf Beispiele in einem Schulbuch erganzt
werden, aber keinen ausfiihrlichen Ubungsteil zur Vertiefung und Festigung des Wissens.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schuler/innen

,.Die Laterne: Die vielen Erklarungen und Aufgaben haben mir geholfen diese Beispiel zu verstehen;
ebenso dass man alles verschieben und sich danach die Veranderung ansehen kann.* (Zitat eines/r
Schulers/in im Riickmeldebogen)

Die Beantwortung des Feedbacks erfolgte durch 104 Schiler/innen.

Das Gesamtbild der Riickmeldungen der Schiler/innen weichen nur minimal vom Durchschnitt aller
anderen Lernpfade ab, es ergeben sich keine erwéhnenswerten Besonderheiten.

Exemplarisch werden einige Auswertungen von Riickmeldungen der Schiiler/innen angefthrt.
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Wie zufrieden bist du mit diesem Lernpfad:

50—

40—

sehr zufrieden 1
2 30— eher zufrieden 2
N unentschieden 3
o eher unzufrieden | 4
207 sehr unzufrieden |5
10—
0 T T T T T T
1 2 3 4 5 Uibersprungen
29 Zufriedenheit
Bei der Arbeit mit diesem Lernpfad war es selbstverstandlich
Mitschuler/innen beim Verstehen zu helfen und selbst, wenn nétig,
Hilfe zu bekommen:
40—
30 trifft vollig zu 1
trifft eher zu 2
= trifft zum Teil zu 3
8 trifft eher nicht zu | 4
a trifft gar nicht zu 5

10—

——
0 T T T T T T

1 2 3 4 5 Ubersprungen
27 _Hilfe

Die interaktiven Applets zu den Anwendungsaufgaben wurden bei den offenen Fragen durch die
Schiiler/innen besonders oft positiv erwéhnt. Sie schatzen vor allem die Mdglichkeit selbst
individuelle Veradnderungen vornehmen zu kénnen, da dies die Modellbildung und das mathematische
Verstandnis unterstiitzt.
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Die interaktiven Ubungen (dynamische Arbeitsbléatter,
Animationen,...) haben mir beim Verstehen geholfen:

50—

40

30—

trifft vollig zu

Prozent

trifft eher zu

20— trifft zum Teil zu

trifft eher nicht zu

G WIN(F

trifft gar nicht zu

12a_Interaktive_Ubung

7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Die urspriingliche Planung umfasste nur einen Lernpfad ,,VVektorrechnung in der Ebene”. Bei der Fiille
der zu behandelnden Kapitel zeigte sich jedoch bald eine Aufteilung in zwei getrennte Lernpfade als
sinnvoll, um eine bessere Strukturierung und Ubersichtlichkeit zu gewahrleisten.

Bei den ersten Besprechungen wurde versucht, teilweise bereits vorhandene Materialien der Autoren
zu sichten und zu ordnen, Uberschneidungen und Doppelgleisigkeiten zu beseitigen. Grundlegend
einigte man sich dabei auf die Navigationsstruktur auf HTML-Basis mit interaktiven GeoGebra-
Applets und dazu parallelen Ausfiihrungen fir CAS wie Derive, Voyage und MuPad.

Auf Recherchen im Internet und Suche nach vorhandenen Materialien wurde sehr wenig Arbeitszeit
verwendet, da die Autoren bestrebt waren, ihre eigenen Arbeiten zu verwenden, um einen Lernpfad
mit einem eher ,,geschlossenes Bild“ zu produzieren.

Externe Links wurden aus diesem Grund im Grol3en und Ganzen nicht verwendet, auch um das
Offline-Arbeiten weitgehend zu ermdglichen, nur mit Ausnahme einiger Ubungsseiten etwa zur
Addition von Vektoren, die in den Ubungsteil aufgenommen wurden.

Bei allen didaktischen Uberlegungen stand stets die hohe Eigenaktivitat der Schiiler/innen im
Vordergrund, verbunden mit konkreten Arbeitsaufgaben, die Arbeiten am PC bzw. Heft und Bleistift
beinhalten.

Bei weiteren folgenden Besprechungen wurde versucht, einen Arbeitsplan mit Anleitungen und
Verbindungen zu vorhandenen Schulbiichern zu erstellen.
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Lernpfad: Vektorrechnung in der Ebene, Teil 2
9. Schulstufe

Autoren/innen:

Lernpfad: Andreas Lindner, Markus Hohenwarter, Thomas Himmelbauer
Arbeitsplan: Anita Dorfmayr

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Dieser Lernpfad ist eine Fortsetzung des Lernpfades ,,Vektorrechnung in der Ebene, Teil 1%
In Bezug auf ,,Motivation“ gelten die dieselben Ausfiihrungen wie beim entsprechenden
Kapitel von Teil 1.

2. Didaktischer Kommentar

Aufbauend auf Teil 1 wird in diesem
Lernpfad das Wissen tiber VVektoren
erweitert, und Begriffe wie Einheitsvektor,
Normalvektor, Skalarprodukt,

B= 40, 70

Parameterdarstellungen erklart und Y= 20
interaktiv erforscht. Die Schiilerinnen und o .
Schiler sind dabei angehalten, nach “2: 10

konkreten Aufgabenstellungen
vorzugehen, Fragen zu beantworten und
Losungsmaglichkeiten zu entwickeln.

Anschauliche Beispiele aus der Praxis und
den Naturwissenschaften lassen die \7{\ .

Sinnhaftigkeit der Vektorrechnung . . —

einsichtig werden. Wie in Teil Listeine '™ /2':"" dem m - fwm o 12em

Anleitung zum Arbeiten mit Vektoren in

GeoGebra und in Computer-Algebra-

Systemen im Lernpfad enthalten. g, ‘%@ A= (110 20 ¢

Kurzinformation

Schulstufe 9. Schulstufe

Dauer 4 - 6 Stunden

Unterrichtsfacher Mathematik

Verwendete Medien Java-Applets, Dynamische Geometrie Software (DGS)

Technische

\/oraussetzungen Java

Autoren Andreas Lindner, Markus Hohenwarter, Thomas Himmelbauer,
Anita Dorfmayr
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Voraussetzungen fir die Lehrkraft

e technische Voraussetzungen: Java, Umgang mit dem Internet
« fachliche Voraussetzungen: Vektorrechnung im R? auf elementarem Niveau

Einstieg: Vorwissen / Voreinstellungen aktivieren

e Vektorrechnung in der Ebene, Teil 1
Koordinatenweise Angabe eines Pfeils, Lange eines Pfeils, Pfeile und VVektoren, Gegenvektor,
Vektoraddition, Vektorsubtraktion, Rechenregeln, Vielfaches eines Vektors.

Neuigkeiten: Neue Kenntnisse / Verfahrensweisen erarbeiten

e Verbalisieren von Sachverhalten, die in den Applets erarbeitet worden sind.

e Formulieren von Zusammenhdangen und selbstandiges Aufstellen von mathematischen
Formeln.

e Neue Kenntnisse Uber Einheitsvektor, Streckenteilung, Parameterdarstellung einer Geraden ,
Normalvektoren (Erklarung, Herleitung), Skalarprodukt, Winkel-Vektoren (Formel,
Herleitung) gewinnen und festigen.

e Die Notwendigkeit von Vektoren in den Anwendungen (Rollfeld 1, Rollfeld 2,
Kréftegleichgewicht) verstehen.

e Rechenoperationen mit zweidimensionalen Gréfzen kennenlernen.

e Verbinden von rechnerischen und graphischen Lésungsmaglichkeiten.

Herausforderungen: Komplexere Anwendungs-/ Transferaufgaben

e  Schnittpunkt von Geraden berechnen.
o Herleitung der Formel zur Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren

Lernmedien der Schilerinnen
Computer, Heft, Buch, Lernplattform.

Leistungsbeurteilung

Bewertung der Mitarbeit, entsprechende Schularbeitsbeispiele, Hauslibungsbeispiele in der
Lernplattform, schriftliche Uberpriifung der Mitarbeit.

Die Leistungsbeurteilung hangt sehr stark von den im Verlaufsplan besprochenen Umstanden ab. So
wird sich die Beurteilung prinzipiell bei Einsatz einer Lernplattform auf andere Kriterien stlitzen
mussen als bei Einsatz des Lernpfades zur Wiederholung und Festigung eines schon groR3teils
bekannten Lerninhalts.

Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch interaktive Applets das erforschende Lernen der
Schilerlnnen zu férdern. Die neu gewonnenen Erkenntnisse sollen im Anschluss daran durch
handisches Rechnen im traditionellen Sinn vertieft und gefestigt werden. Viele der
Aufgabenstellungen sind eine Verflechtung von Arbeiten am PC und Rechnen mit Papier und Bleistift,
wobei die Losungen der Ubungen entweder aus der Konstruktion ersichtlich sind oder explizit als
solche angefuihrt werden.

Der Lernpfad versteht sich nicht als detaillierte Anleitung zum Arbeiten mit CAS, sondern gibt nur
exemplarisch Losungsmaoglichkeiten zu konkreten Aufgabenstellungen an. Dabei erganzt eine
Auflistung der wichtigsten Befehle fiir Derive, MuPad und T1 92/Voyage 200 das Angebot..
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Rolle des Lernpfads im Themenbereich

Teil 1 dieses Lernpfades ist Voraussetzung flr das Verstandnis des zweiten Teils dieses Lernpfades.
Zusammen decken diese beiden Lernpfade die Grundlagen des Themenbereichs "“Vektorrechnung™ in
der 9. Schulstufe ab, wobei alle relevanten Begriffe erklart und die entsprechenden Rechenoperationen

vorgestellt werden.

Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt

Lernziel

Einheitsvektor

Die Notwendigkeit fur die Einfihrung von Einheitsvektoren verstehen
und Einheitsvektoren berechnen kénnen.

Streckenteilung

Verbalisieren des entspechenden Sachverhalts zur Berechnung von
Teilungspunkten. Eine Formel zum Abtragen von Strecken entwickeln
kénnen.

Parameterdarstellung
einer Geraden

Arbeitsschritte entsprechend der Anleitung richtig durchfiihren. Eine
Formel fiir die Parameterdarstellung einer Geraden entwickeln kénnen.

Anwendung 1
Rollfeld 1
Beispiel mit CAS

Die Verbindung von realer Situation und mathematischem Modell
erkennen kdnnen.

Die Aufgaben entsprechend der Anleitung durchfiihren und beantworten
konnen.

Normalvektoren
Erklarung
Herleitung

Normalvektoren rechnerisch angeben konnen. Die gestellten Fragen
beantworten kdnnen.

Anwendung 2
Einleitung
Beispiel mit CAS

Die Verbindung von realer Situation und mathematischem Modell
erkennen kdénnen.

Die Aufgaben entsprechend der Anleitung durchfiihren und beantworten
konnen.

Skalarprodukt

Die Mehrdeutigkeit von Normalvektoren wiedergeben konnen. Die
Begrundung fir die Formulierung des Skalarprodukt verstehen und ein
Skalarprodukt berechnen kénnen.

\Winkel-Vektoren
Formel
Herleitung

Den Zusammenhang zwischen Winkel und Skalarprodukt verstehen. Den
\Winkel zwischen Vektoren berechnen kénnen.

Anwendung 3
Kraftegleichgewicht

Die Verbindung von realer Situation und mathematischem Modell
erkennen kdénnen.

Anleitungen

Die Anleitungen verwenden und effizient einsetzen kénnen.

3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Einheitsvektoren

Mit Hilfe von dynamischer Geometriesoftware lassen sich Fragestellungen formulieren, die im
herkdbmmlichen Unterricht Ublicherweise nicht thematisiert werden konnten, und die das allgemeine
Verstandnis erhéhen konnen.

Beispiel:

Auf welcher Kurve bewegt sich der Endpunkt des Einheitsvektors &, , wenn man bei fixen
Anfangspunkt A den Endpunkt B des Vektors @ beliebig bewegt?

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Vektorrechnung 2, Seite 3
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&,

1.7
1.45

Lésung:

e [Der Endpunkt des Einheitsvektors hewent sich auf einem
Kreis mit Hadius 1 und A als Mittelpunbkt.

Abbildung 1: Einheitsvektor

Parameterform einer Geraden

Die Herleitung der Parameterform einer Geraden lasst sich unter Zuhilfenahme von Applets
auf sehr intuitive Weise erkléren, die den meisten Schiilerinnen das Verstandnis wesentlich
erleichtert. Vor allem SchiilerInnen, die bei der Verbindung von mathematischer und
graphischer Darstellung Schwierigkeiten haben, kann geholfen werden, die Vorstellung zu
ermoglichen oder zu verbessern.

Parameterform einer Geraden

_4 Freie Ohjekte

I A={21)

-3 B=1(3,2)

L@ t=0.7

_4 Abhangige Objekte

L@ T={15,1.7)
Ja=(51

e O K= (2, )+ S (5, 1)

Aufgaben:

Kanstruktionsprotokall

o Bewege die Maus im Algebrafenster Ober den Punkt T, urmn zu sehen, dass erals T = A+t & definiert ist.
s Klicke mit der rechten Maustaste auf den Punkt T und stelle auf Spour an.
s Klicke im linken Algebrafenster auf den Parameter t und variiere ihn durch die + bzw. - Tasten oder venwende den
Schieberegler! Motiere in dein Heft, auf welcher Eahn sich der Punkt T hewent!

Klicke im Algebrafenster mit der rechten Maustaste auf die Gerade g und stelle Objeht anzeigen einl

Schalte fur den Punkt T die Spurwieder aus!
Verandere die Lage der Punkte A und B und bhechachte die Auswirkung auf die Parameterform der Geraden gl
Klicke im Algebrafenster mit der rechten Maustaste auf die Gerade g und wechsle zwischen der

allgemeinen Geradengleichung a.x + b.y = ¢ und der expliziten Darstellungsformy = k.x + d!

Abbildung 2: Parameterform einer Geraden
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Flugzeuge am Rollfeld

An Hand von praxisorientierten Beispielen sollen Schiilerinnen die Sinnhaftigkeit und
Nutzlichkeit von richtungsgebundenen Grélien wie Geschwindigkeit kennen lernen. In
Verbindung mit Anwendungsbeispielen und erforschendem Lernen I&sst sich die Motivation
fiir das Erlernen von eher abstrakten Begriffen wie ,,Geradengleichung* und ,,Schneiden von
Geraden“ steigern.

Flugzeuge am Rollfeld, Teil 2

Beispiel
Zwiel Flugzeuge rollen mit konstanter Geschwindigkeit v, und v, auf der Rollbahn bz, auf einer zu ihr normal verlaufenden

Zufahrt.

Das mathematische Modell

O

G0m -

=20
P

Da rman im Kontrallturm nicht die genauen
Abmessungen jedes Flugzeugs (Spanmeeite, Grike
des Leitwerks,...) kennt, zieht man fir eine

; schnellere Berechnung nur die Punkte an der Spitze
“x ¥ =10 des Flugzeugs stellvertretend in Betracht.
e

Aufgaben:

4 Abstandd=11402

Berechnen Sie hindisch und vergleichen
Sie mit der Lésung in der Konstruktion!

1. Kommt es zum Zusammenstol der
beiden Flugzeuge?

2 Inwelchem Funkt schneiden sich die
Wege der beiden Flugzeuge, wenn sich

& das erste Flugzeug vom Punkt A aus in
@ A, Lindner 2005, erstellt mit GeoGebra Richtung (-30, 10) bewegt?

-20m

Abbildung 3: Flugzeuge am Rollfeld

4. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fur
Schiuler/innen

Nach Durcharbeiten dieses Lernpfades wirst du sehr gut mit Vektoren in der Ebene umgehen
kénnen. Du wirst erfahren, was ein Einheitsvektor und ein Normalvektor ist und wie man den
Winkel zwischen zwei Vektoren ausrechnen kann. AuBerdem wirst du lernen, wie man mit
Hilfe von Vektoren Geraden beschreiben kann.

Arbeite den Lernpfad sorgféltig durch. Du kannst bei jedem Lernschritt neu entscheiden, ob
du ihn lieber alleine oder gemeinsam mit einem Partner / einer Partnerin machen mochtest.

Fuhre eine Projektmappe - handisch oder am Computer. Sie muss folgendes enthalten:

diesen Arbeitsplan

Zeitplan, auf dem moglichst genau eingetragen ist, wann du was mit wem machen mdchtest
/gemacht hast. Das Projekt dauert 6 Unterrichtsstunden.

Alle deine Aufzeichnungen: Rechnungen, Merksatze, Skizzen, Probleme, Hauslibungen, ...
Achte besonders darauf, deine Projektmappe Gbersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf
Uberschriften, Beispielangaben, etc. Kontrolliere zum Schluss, ob du alle Lernziele (siehe oben)
erfullt hast!

Protokoll zu jedem Lernschritt mit den folgenden Inhalten:

VVV VY

Y
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deine Aufzeichnungen dazu

©Oo0oO0oOo

Ubersichtlich auf
o einer DIN A4 — Seite.

Titel und kurze Beschreibung des Lernschritts

Hattest du Probleme mit dem Lernschritt? Wenn ja, welche?
Im Lernpfad werden drei Anwendungen vorgestellt. Beschreibe jede Anwendung

» Alle GeoGebra-Dateien, die du selbst erzeugt hast (elektronisch oder ausgedruckt).

Recherche: Suche in deinem Schulbuch, im Internet, etc. nach weiteren Anwendungen der
Vektorrechnung. Beschreibe eine solche Anwendung genau und gib diese Beschreibungen deinem

Lehrer / deiner Lehrerin ab.

Es gibt 3 Hausiibungen, die verschiedenen Themen zugeteilt sind. Die Beispiele findest du in deinem
Schulbuch®. Uberlege selbst, wann du welche Hausiibung machen kannst. Die Hausiibungen sind
unterschiedlich lang. Teile dir die Arbeit daher gut ein!

Parallel — Einheitsvektor - Streckenteilung
Pflicht: 703 a-d, 704 a-d, 707a-d, 710 c-d
738 b-c, 741 d-e

Bonus: 709

Parameterdarstellung

Pflicht: 749 a-b, 750 a-b, 751 a-b,
754 a-b, 755 a-b

Bonus: 756, 757, 758 a-d

Normalvektor — Winkel
Pflicht: 713 e-h, 716 e-f, 724
Bonus: 722

Sollten Fragen bzw. Probleme auftauchen: Diskutiere dein Problem zuerst mit einem Mitschiler oder
einer Mitschilerin. Falls ihr das Problem auch zu zweit nicht 16sen kdnnt, wendet euch an euren
Lehrer / eure Lehrerin.

Zur Beurteilung des Projektes zéhlen

Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausflhrung, ...)

Arbeitshaltung (Selbstandigkeit, ...)

Hausuibungen. Achte auch auf rechtzeitige Abgabe der Hausiibungen!

Freiwillige Zusatzlibungen (z.B. Beispiele aus deinem Schulbuch, Internetrecherche, etc.)

YV VY

4.2. Anleitungen fir Lehrer/innen

Verlaufsplan / Prozesshinweise

Grundsatzlich ware fir ein effizientes Arbeiten pro Schiler/Schilerin ein PC notwendig;
allerdings ist auch eine Partnerarbeit an einem Gerat bei entsprechender Abstimmung der
Lerngeschwindigkeiten der beiden Partner durchaus maoglich. Das Arbeiten am Computer
wird 6fter durch Aufgabenstellungen, die im Heft durchzufihren sind, unterbrochen, weshalb
idealerweise fur ausreichend freien Arbeitsplatz zwischen den PCs gesorgt sein sollte.
Abhéangig von den duReren Gegebenheiten in der jeweiligen Klasse (standige Verfugbarkeit
von Computern in Notebookklassen, sporadische Einsatzmoglichkeit eines PCs im
Informatik-Saal,...) unterliegt eine Anpassung des vorliegenden Lernpfades dem
unterrichtenden Lehrer/Lehrerin. So kdnnten bei stdndigem Einsatz von Notebooks etwa
Ubungsaufgaben mit dynamischer Geometrie - Software wie GeoGebra oder mit CAS-
Systemen wie Derive bearbeitet werden und anschlief3end tiber Lernplattformen abgegeben
werden.

! Gétz, Reichel: Mathematik Lehrbuch 5, 1. Auflage 2004
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Der Lernpfad schliel3t an den ersten Teil an und dient auch der Erarbeitung neuer Inhalte, wobei
mathematische Inhalte mehr im Vordergrund stehen als konkrete Anwendungen. Auf notwendiges
Vorwissen wird deutlich hingewiesen und die entsprechenden Kapitel des ersten Teils sind angefuhrt.

Wie auch im ersten Teil des Lernpfads wird zwar ein Arbeitsplan mitgegeben, unterschiedliche
methodische Anséatze werden nicht angeboten.

Es gibt ein numerisches Problem beim Applet ,,Einheitsvektor* — VVektoren werden als
Einheitsvektoren angezeigt, die nicht exakt die Lange 1 haben. Auf dieses Problem sollte unbedingt
hingewiesen werden, um eine Verunsicherung der Schuler/innen zu vermeiden.

Die Seite Orhogonalitit und Skalarprodukt sollte um eine klare Darstellung des Lernziels ergénzt
werden.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schiiler/innen

Unter den positiven Riickmeldungen zu den interaktiven Ubungen findet sich beispielsweise folgendes
Zitat eines Schulers/einer Schulerin:

,.Die Erklarungen all der verschiedenen Vektorarten (Einheitsvektor, Normalvektor..) und eben auch
die "interaktiven Ubungen", wie das Verschieben der Vektoren um den Zusammenhang der
Normalvektoren herauszufinden.**

Das Feedback erfolgte durch 56 Schiler/innen.

Exemplarisch werden einige Auswertungen von Rickmeldungen der Schiiler/innen angefuhrt.

Die Software GeoGebra war (mithilfe der Erklarungen im Lernpfad)
leicht zu handhaben!

40—

30—

|5 trifft zu 1
S 20 trifft zum
& Teil zu 2
trifft nicht
zZu 3

10—

G T T T T
1 2 3 ubersprungen

11d_Geogebra

Die Rickmeldungen der Schiiler/innen weichen nur minimal vom Durchschnitt aller Lernpfade ab.
Z.B. gefallt das Layout 80% der Schiiler/innen, was uber dem Gesamtdurchschnitt liegt.
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Besonders positiv wird die verstandliche Sprache bewertet (90% gegeniber 75% aus dem
Durchschnitt aller Lernpfade). 75% der Schiiler/innen geben an, dass die interaktiven Ubungen das
Verstehen unterstitzt haben (60% im allgemeinen Durchschnitt). Die Verwendung des Lernpfads zum
Uben fr die Schularbeit ist ebenso uiberdurchschnittlich hoch.

Die positiven Riickmeldungen zu den interaktiven Applets sind dhnlich wie in Teil 1 formuliert.

Ich kenne mich mit dem Computer gut aus:

70—

60—

trifft

50— vollig
zZu 1
4o trifft
eherzu | 2
trifft

eher
nicht zu | 3
trifft gar | 4
nicht zu

Prozent

30—

20—

10—

I I
1 2 3

05_Computerkenntnisse

Mit Hilfe dieses Lernpfades konnte ich erkennen, dass dieses neue
mathematische Teilgebiet einen Zusammenhang mit anderen
mathematischen Gebieten hat.

50—

40 trifft vollig
zZu 1
trifft eher
307 Zu 2
trifft eher
nicht zu 3
trifft gar
nicht zu 4

Prozent

20—

0 T T T T
1 2 3 4

25_Zusammenhang
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Ein Schiler / eine Schilerin gibt folgende positive Riickmeldung:
,,Dass man sehen kann an den Grafiken, wie sich Werte verandern kénnen. Und begreifen warum es
eine Veranderung gibt!*

7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Dieser Lernpfad ist eine Fortsetzung des Lernpfades ,,Vektorrechnung in der Ebene, Teil 1% In Bezug
auf ,,Uberblick Uber den Erstellungsprozess* gelten die dieselben Ausfiihrungen wie beim
entsprechenden Kapitel von Teil 1.
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Lernpfad: Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

10. Schulstufe

Autoren/innen: Mag. Gabriele Jauck, Mag. Gabriele Bleier, Dr. Markus
Hohenwarter

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewahlt?

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung bietet eine Fille von mdglichen Zugangen: historische oder
moderne Fragestellungen, spielerisch oder systematisch. Der Lernpfad mdchte den
Schilerinnen und Schiilern Lust auf Wahrscheinlichkeitsrechnung machen, indem er sie mit
verschiedensten Fragestellungen und Materialien zur Wahrscheinlichkeitsrechnung hinfihrt,
sie zum Experimentieren und Spielen anregt und Vermutungen Uberprifen lasst. Der
Lernpfad erhebt noch keinen Anspruch auf Exaktifizierung.

2. Didaktischer Kommentar

Wahrscheinlichkeit — ein Wechselspiel zwischen Intuition und
Mathematik ...

...doch gerade hier l&sst uns unsere Intuition oft im Stich! Wer wiirde nicht behaupten, dass
nach einer Serie von 15 Mal "Rot" beim Roulett nun "Schwarz" viel wahrscheinlicher ware
oder dass das Lottoergebnis "1, 2, 3, 4, 5, 6" vollig unwahrscheinlich ist. (Ganz ehrlich - wie
oft haben Sie diese Kombination schon getippt?)

Aber auch grolie Mathematiker lie3en sich in die Irre fiihren. Der Lernpfad flihrt von den
Anféangen im Jahr 1654 (Fragen des Chevalier de Méré an Blaise Pascal) Uiber das heute noch
manchmal diskutierte Ziegenproblem zu den Grundlagen der Stochastik und lassen einen
etwas anderen Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrechnung erleben.

\ Kurzinformation

|
\Schulstufe HlO. bzw. 11. Schulstufe (neuer/alter Lehrplan) |
IDauer 16 Stunden |
Unterrichtsfacher |Mathematik |

Java-Applets, Dynamische Geometrie Software (DGS),

Verwendete Medien Tabellenkalkulation

Technische Java, Internet, Adobe Reader

Voraussetzungen

/Autorin |Gabriele Jauck, Gabriele Bleier, Markus Hohenwarter
Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: Java (kostenlos von www.java.com), Internet,
Tabellenkalkulation (z.B. Excel)

o Materialien: Wurfel, Miinzen und Reil3négel in ausreichender Anzahl, die Schiiler
sollen selbst probieren kénnen.

e Vorwissen der Schilerlnnen: Mathematisches Grundlagenwissen, keine speziellen
Vorkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Lerninhalte und Lern

ziele

| Lerninhalt

| Lernziel

Historische Begriindung
der WK-rechnung

Vermittlung von Grundwissen zur geschichtlichen Entwicklung
der Mathematik, Argumentieren und Begriinden in
mathematischen Diskussionen

Das Ziegenproblem

Unter Einbeziehung von Texten aus Zeitschriften und Online-
Artikeln sollen intuitive Lésungsansatze diskutiert werden.

\Von der Intuition zur

Kennenlernen von Fachausdriicken und mathematisch korrekter

Mathematik Schreibweise, Kennenlernen des Begriffs Zufallsversuch
Asteroiden, Pferderennen |Wahrscheinlichkeit als Mal} fir subjektives Empfinden erfahren,
und ein GAU Kennenlernen der Problematik des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

Relative Haufigkeiten

Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit, wobei Erfahrungswerte
aus vorliegenden Statistiken oder selbst durchgeftihrten
Zufallsversuchen stammen.

Laplace
Wahrscheinlichkeit

Ermitteln von Wahrscheinlichkeiten von Zufallsgeraten aufgrund
der Symmetrie, Kennenlernen der Wahrscheinlichkeitsdefinition
nach Laplace

Rechnen mit
Woahrscheinlichkeiten

Aus gegebenen Grundwahrscheinlichkeiten die
Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ausgangs eines
mehrstufigen Zufallsversuchs berechnen, Darstellen der Situation
mit Hilfe von Baumdiagrammen

Additionsregel und
Multiplikationsregel

Multiplikationsregel und Additionsregel kennenlernen und in
Baumdiagrammen anwenden (Beschrankung auf unvereinbare
Ereignisse)

Lésung der Einstiegsbei-
spiele

Anwenden des Gelernten auf die Fragen von de Méré und auf das
Ziegenproblem

\Wissenstest

|Festigung der Lernziele

Didaktischer Hintergrund

Dieser Lernpfad lasst die Schulerlnnen vorerst experimentieren und Erfahrungen sammeln,
ohne die korrekten Antworten zu prasentieren. Die Schiilerinnen sollen tber ihren

Losungsweg nachdenken, i

hre Vorgehensweise begrunden kénnen (auch wenn diese falsch

waére) und Argumente fur ihre Thesen flr die Diskussion mit Klassenkameraden finden. Erst
danach werden mathematische Fachausdriicke und exakte Schreibweisen eingefiihrt, wobei
die Kombinatorik vollstandig ausgeklammert wird. Alle angefiihrten Beispiele lassen sich
durch Baumdiagramme darstellen und mit Hilfe der Multiplikationsregel und Additionsregel
berechnen. Die methodische Umsetzung kann als reine E-Learning-Sequenz, mithilfe von
Lernspiralen, mithilfe eines Themenplans oder mithilfe von Lerntagebuch erfolgen. Auch ein
Portfolio ist denkbar. Nahere Informationen und konkrete Vorschlage zur methodischen
Umsetzung finden sich in den weiteren begleitenden Materialien.

Einsatz im Unterricht

Computer mit Internetzugang sind fir ein sinnvolles Arbeiten mit diesem Lernpfad
Voraussetzung, allerdings ist es nicht notwendig, dass jedem Schiler/jeder Schiilerin ein

eigener PC zur Verfugung

steht. Diskussionen untereinander sind gewtinscht und entstehen

leichter, wenn in Gruppen oder paarweise gearbeitet wird.
Falls moglich, ist eine Blockung des Unterrichts auf Doppelstunden sicher hilfreich.
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Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch den Einsatz von interaktiven
Internetseiten, der Software GeoGebra und einer Tabellenkalkulation das erforschende Lernen
der Schulerlnnen zu fordern. Die neu gewonnenen Erkenntnisse sollen im Anschluss daran
durch handisches Rechnen im traditionellen Sinn vertieft und gefestigt werden. Im Lernpfad
selbst sind nur wenige Aufgabenstellungen zu finden, sie dienen meist der Veranschaulichung
der Theorie. Vertiefende Ubungsbeispiele sind in allen Lehrbiichern fiir diese Schulstufen in
ausreichendem Maf zu finden.

Lernmedien der Schilerinnen

Die SchulerInnen arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Auch Versuche mit
ein bis zwei Wirfeln, mit ReilRndgeln und Minzen sind vorgesehen. Sie sollen ihre
Ergebnisse auch in ihren Heften festhalten - so kann eine Art Lerntagebuch zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung entstehen.

Leistungsbeurteilung

Die Ergebnisse der Schilerinnen sollten als Basis fir Diskussionen und Zusammenfassungen
in der Klasse verwendet werden. Dabei konnen Sie die Mitarbeit der einzelnen Schilerinnen
bewerten. Weitere Mdglichkeiten zur Leistungsbeurteilung sind das Absammeln der Hefte,
entsprechende Schularbeitsbeispiele, Haustibungsbeispiele in einer Lernplattform oder auch
kurze Prifungsgespréche.

Die Leistungsbeurteilung hangt natirlich sehr stark davon ab, wie der Lernpfad im Unterricht
eingesetzt wird. Vom Aufbau und der Grundidee her ist er als alternativer Einstieg in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung gedacht, der vor allem Interesse und Neugier wecken soll.
Daher sind die Inhalte nur in sehr beschranktem MalR fir eine direkte Leistungsbeurteilung
geeignet.

Fachliche Anmerkungen zum Begriff der Gleichwahrscheinlichkeit

Fur die Laplace-Wahrscheinlichkeit ist unbedingt der Modellcharakter zu betonen. Sie gilt nur
bei idealen Gliicksspielgeraten (L-Waurfel etc.). Diese sind ein MODELL. Bei Versuchen mit
realen Wirfeln etc. bekommt man mit Hilfe der L-Wahrscheinlichkeit nur dann fir die
Wirklichkeit brauchbare Ergebnisse, wenn bei langen Versuchsserien die relative Haufigkeit
der L-Wahrscheinlichkeit nahe kommt. Beim Ziehen von Karten, beim Wiirfeln mit Wirfeln,
beim Ziehen aus der Urne muss daher zuné&chst immer gut durchgemischt werden, damit die
Voraussetzung fur eine L-Wahrscheinlichkeit moglichst gut erfullt ist.
Gleichwahrscheinlichkeit aus der Symmetrie der Spielgerate allein abzuleiten ist
unzureichend, da verschiedene Ursachen diese Modellannahme stéren kénnen. So wurde vor
einigen Jahren das (natirlich symmetrische) Roulette im Casino Baden von Dr. Neuwirth
(Uni Wien) untersucht. Die festgestellten Ergebnisse zeigten, dass die Annnahme der
Gleichwahrscheinlichkeit nicht mehr stimmte. Der Schusskanal fiir die Spielkugel hatte sich
veréndert. Daher mussen Glucksspielgeréate standig gewartet werden, damit sie die
Modellvoraussetzungen einigermaf3en erfullen. Festgelegte Grenzwerte lassen nur bestimmte
Schwankungsbreiten zu.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Wahrscheinlichkeitsrechnung, Seite 3



Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Selbsttatigkeit und Differenzierung

Am historischen Einstieg lassen sich zwei Prinzipien zeigen: Selbsttatigkeit und
Differenzierung. Einerseits sind die Schiiler und Schilerinnen zum aktiven Tun aufgefordert,
andererseits bieten Links die Moglichkeit, dass sich begabte oder interessierte Schiler und
Schulerinnen mit zusétzlichen Informationen auseinandersetzen.

Wann entstand die Wahrscheinlichkeitsrechnung?

Als eigentliche Geburtsstunde gilt das Jahr 1654, als
sich der Chevalier de Méré, ein Philosoph und Literat
am Hof Ludwig XIV., mit zwei Problemen an Blaise
Pascal wandte. Ein interessanter Briefwechsel
zwischen den Mathematikern Blaise Pascal und
Pierre de Fermat folgte.

Fermat Pascal

Lasst euch in die Zeit des Chevalier de Méré zuriickversetzen!

Chevalier de Méré, Philosoph, Literat und begeisterter Spieler bat den damals beriihmten
Mathematiker Blaise Pascal, um Hilfe bei der Lésung zweier Probleme, die ihn
beschéftigten. Lest euch die beiden Fragen des Chevalier durch und versucht in Partnerarbeit
eine Antwort zu finden, die ihr in einer anschlieBenden Diskussion in der Klasse auch
verteidigen sollt.

Frage 1:

Was ist wahrscheinlicher: Bei vier Wurfen mit einem Wirfel mindestens eine Sechs zu
werfen oder bei 24 Wirfen mit zwei Wirfeln mindestens eine Doppelsechs?

Frage 2:

Eine Miinze wird wiederholt geworfen. Fir jedesmal "Zahl" erhdlt A einen Punkt und fur
jedesmal "Kopf" erhélt B einen Punkt. Wer zuerst 5 Punkte erzielt, gewinnt den Einsatz.

Nach 7 Wirfen hat A 4 Punkte und B 3 Punkte. Das Spiel wird abgebrochen.

Welches ist die gerechte Aufteilung des Einsatzes: Nach MaRgabe der gewonnenen Spiele
(also 4:3) oder nach MaRgabe der noch fehlenden Spiele (also 2:1) oder tiberhaupt nach
anderen Gesichtspunkten?

Spielen und Diskutieren
o Probiert die zwei Spiele in kleinen Gruppen aus und verwendet bei der Auswertung

euch bereits bekannte Methoden der beschreibenden Statistik.
e Formuliert einen Lésungsvorschlag.
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o Haltet eure Losungsvorschlage schriftlich fest und tberlegt euch auch gute Argumente
dafiir, denn eure Mitschiler/-innen kénnten anderer Meinung sein.

o Diskutiert entweder in der Klasse oder in einem Diskussionsforum, welcher
Losungsvorschlag die grolRte Zustimmung findet.

Welche Ldsung ist richtig?

Auch die Mathematiker Blaise Pascal und Pierre de Fermat diskutierten diese Fragen in einem
heftigen Briefwechsel.

o Die Briefe sind leider nur noch teilweise erhalten. Ihr kénnt euch mit Hilfe der unten
angefihrten Links einen ersten Eindruck von der Auseinandersetzung verschaffen,
werdet aber wahrscheinlich keine wirklich Uberzeugende Lésung finden - so wie auch
damals Pascal und Fermat nicht.

Spéter werden euch die inzwischen gesicherten Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
helfen, den Briefwechsel zu verstehen und weitere Losungswege zu finden.

Lesen - Suchen - Forschen

o Das mathematikhistorische Kalenderblatt
¢« Die Entdeckung der Wahrscheinlichkeit

...und wer noch mehr wissen will:

« Mehr Uber Blaise Pascal, dessen Name euch vielleicht schon durch das Pascal'sche
Dreieck bekannt ist, findet ihr auf diesen Seiten: Blaise Pascal, Das Pascal'sche
Dreieck

o Pierre de Fermat und seinen letzten beriihmten Satz, der erst 1995 bewiesen werden
konnte, kdnnt ihr hier ndher kennen lernen: Pierre de Fermat

Experimentieren und simulieren

Methodenvielfalt zeigt sich auch im Abschnitt Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil, in dem
Excel zum Auswerten realistischer Daten aus Osterreich eingesetzt wird.

Neben dem individuellen Experimentieren mit Wurfeln und Rei3ndgeln stehen flr grole
Stichproben elektronische Werkzeuge zu Verfugung: zum Beispiel ein Wirfelsimulator oder
ein virtuelles Spinnrad.

Gesetz der grofl3en Zahlen

Das Gesetz der groRen Zahlen besagt, dass sich die relative Haufigkeit eines
Zufallsergebnisses immer weiter an die theoretische Wahrscheinlichkeit fir dieses Ergebnis
(Erwartungswert) annéhert, je haufiger das Zufallsexperiment durchgefihrt wird. Anders
ausgedrickt: Wird ein Zufallsexperiment sehr viele Male wiederholt, so stabilisieren sich die
Haufigkeiten und nahern sich der theoretischen Wahrscheinlichkeit an.
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Virtual Manipulative:
Spinners

Folge dem o.a. Link
und spiele mit dem
Glucksrad. Drehe es
zunachst jeweils nur
1x und beobachte.
Erhdhe die Anzahl der
Drehungen, lass dir
die Ergebnisse
grafisch anzeigen
(Record Results).
Diskutiere deine
Beobachtungen in der
Klasse oder im
Forum.

Du kannst auch die
GroRe der einzelnen
Felder verandern
(Change Spinner).

Interaktive Baumdiagramme
Baumdiagramme konnen interaktiv benutzt werden, um richtige Pfade zu erkennen.

Markus spielt an 3 verschiedenen Glicksspielautomaten

Markus spielt an einem Automaten, bei dem man mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 gewinnt.
Das ist ihm zu wenig und er wechselt beim zweiten Spiel zu einem Automaten mit der
Gewinnwahrscheinlichkeit % und versucht anschlieRend sein Gliick noch bei einem
Automaten, bei dem er mit der Wahrscheinlichkeit 1/5 gewinnt. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass er bei allen drei Automaten gewinnt?

e Markiere den entsprechenden Weg im Baumdiagramm rot durch Klick auf den Button

am Ende des Weges.

1. Automat

2. Automat

3. Automat

Gewinn

Gewinn nix

Gewinn nix Gewinn nix Gewinn i

Losungen kdnnen von den Schiilerinnen und Schiilern zur Selbstkontrolle aufgerufen werden.

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Wahrscheinlichkeitsrechnung, Seite 6




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

4. Drehbuch / Drehblicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

4.1 Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fir Schuler/innen

Anleitung um Experimentieren:

Das Gewinnspiel

Der Moderator zeigt dem Kandidaten/der
Kandidatin drei Turen: "Hinter einer der drei
Tiren steht der Hauptgewinn, ein Auto. Hinter den
beiden anderen Turen sind Ziegen. Welche Tur
wéhlen Sie?"

Nachdem sich der Kandidat/die Kandidadtin fur
eine Tur entschieden hat (z. B. fur Tur 1, die Tar
bleibt aber geschlossen), 6ffnet der Moderator eine
der beiden anderen Tiren - mit einer Ziege (z. B.
Tar 3) - und fragt: "Bleiben Sie bei Ihrer Wahl
oder mdchten Sie Tir 2 wahlen? Quelle: homepage.univie.ac.at

Wie wurdest du dich entscheiden?

Lass dir mit deiner Antwort Zeit und tberlege gut! Wenn du eine Vermutung hast, halte sie
schriftlich fest.

Zum Nachspielen der Situation brauchst du keine Ziegen und erst recht kein Auto. Es
genugen drei Spielkarten (z.B. 2, 2, Konig) und ein/e Spielleiter/in. Du kannst auch online
oder_online in Englisch (Stick or Switch) spielen! Fiihre eine Versuchsreihe durch und teste,
ob eine der beiden Strategien (wechseln/nicht wechseln) besser ist. Notiere, wie oft du mit
deiner Strategie gewonnen bzw. verloren hast.

Anleitung zu Internetrecherche:

Der Streit um das Ziegenproblem

Hier kannst du nachlesen, wie es anderen mit der Losung dieses Problems ergangen ist, und
wirst dabei auf ein paar sehr unterhaltsame Auszuge aus Leserbriefen stoen: http://www.jbg-
miltenberg.de/faecher/mathe/ziegenproblem.html

Maochtest du noch mehr zu dem Thema erfahren, gib den Begriff "Ziegenproblem" oder auch
"Monty Hall Problem™ in eine Suchmaschine (z.B: Google) ein und staune, wie viele Leute
sich damit beschaftigen, unter anderem solch renommierte Zeitungsblatter wie "Die Zeit"!
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Anleitung zum Dokumentieren von Ergebnissen und um Vorbereiten
einer Prasentation:

Ihr habt nun Techniken kennen gelernt, Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu l6sen:
Baumdiagramme, Multiplikationsregel und Additionsregel.

Beschaftigt euch noch einmal mit den beiden Aufgabenstellungen vom Beginn der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wéhlt eine Aufgabenstellung aus und verfasst einen (fiktiven) Brief, in dem ihr die
Fragestellung und ihre Ldsung erortert.

Bereitet euch darauf vor, eines der beiden Beispiele zu prasentieren: Historisches,
Losungsvorschlage und die entsprechenden Argumente sowie die Lésung der Aufgabe.

4.2 Anleitungen fur Lehrer/innen
Methoden und Lernziele

Methode: Dieser Lernpfad ermdglicht Ihren Schiilerinnen einen aktiven und entdeckenden
Einstieg in das Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Besonderes Augenmerk wurde auf
die Verbindung von interaktiven Lernhilfen und traditionellen Medien (Tafel, Buch, Heft,
Versuche mit Wurfeln und ReiBndgeln) gelegt sowie auf das Begriinden und Argumentieren
in Diskussionsrunden.

Grobe Lernziele: Die Schulerinnen und Schuler sollen verschiedene
Wahrscheinlichkeitsbegriffe kennenlernen und Einblick in die Problematik dieser
unterschiedlichen Begriffsbildungen bekommen. Sie sollen sicher mit den Fachausdriicken
und Schreibweisen dieses Gebiets umgehen und entsprechende Berechnungen durchfiihren
kdnnen.

Download der Lernobjekte

Lernobjekt Beschreibung Technische
Voraussetzungen
Einflhrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung | gesamter Lernpfad Java, Internet-Browser
(zip)
(?)ggktmher Kommentar Kommentar zum Lernpfad Adobe Reader

Arbeitsanleitung zum

Arbeitsanleitung (doc) Lernpfad Word oder OpenOffice
Lernspirale (doc) Lernspirale zum Lernpfad Word oder OpenOffice
Themenplan (doc) Themenplan zum Lernpfad Word oder OpenOffice

Statistik Austria - Kapitel
relative Haufigkeiten -
Angabe und Lésungen zum
Ubungsbeispiel

Datei mit Lésungen (xIs) Excel oder OpenOffice
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Weitere Informationen

Viele der im Lernpfad zu findenen Applets wurden mit dem Geometrie- und
Mathematikprogramm GeoGebra erstellt, das kostenlos im Internet erhaltlich ist.

Weitere Materialien

Zusatzlich stehen
- Vorschlage zur Umsetzung als Lernpfad,

- ein Vorschlag fur eine Arbeitsanleitung bei einer reinen E-Learning-Sequenz und
- ein Themenplan mit VVorschlagen fur Pflicht- und Wahlaufgaben

zur Verfugung.

Lernspirale zum Thema
Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
6. Klasse (nach Lehrplan 2004)
von Gabriele Bleier
zum Lernpfad von Gabriele Jauck

Themenbereich/Inhalte:

Einfihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Fachliche
Voraussetzungen: Ziele:
¢ Relative Haufigkeiten berechnen e Vermittlung von  Grundwissen  zu
e Prozentuelle Wahrscheinlichkeiten | ~ geschichtlichen Entwicklung  der
berechnen Mathematik, Argumentieren und
e Methoden der beschreibenden Statistik Begrinden n mathematischen

Diskussionen
Fachausdriicke kennen

Wabhrscheinlichkeiten  als  subjektives
Vertrauen oder relative Haufigkeit bei
Versuchsserien begreifen

Mit dem  Modell der Laplace-
Wahrscheinlichkeit arbeiten kdnnen
Wahrscheinlichkeiten mithilfe von
Baumdiagrammen ermitteln

Multiplikations- und Additionsregel fur
unvereinbare  Ereignisse  kennen und
anwenden konnen
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Methodische

Voraussetzungen: Ziele:

e Informationen selbststandig schriftlich [e mathematische Inhalte  selbststandig

festhalten kdnnen erarbeiten kbnnen
e mit Partner und in Gruppe arbeiten konnen [e Uber mathematische Inhalte sprechen
e Methoden zur Partner- und| konnen

Gruppenfindung kennen e Vermutungen formulieren kodnnen und
e Ergebnisse prasentieren kénnen Argumente fur Losungsvorschlage finden

e Arbeiten in  Expertengruppen  und quv?rteidigen _ _
Mischgruppen e wichtige Informationen filtern und

schriftlich festhalten kénnen

e Kugellager (Doppelsesselkreis)
e Eigenverantwortung beim Lernprozess

e Museumsrundgang

stérken
Technische
Voraussetzungen: Ziele:
e PC mit Internetzugang ¢ Navigation auf Internetseiten
e Beamer e Selektion von Web-Inhalten
e Dateien 6ffnen, schliefen und speichern
kdnnen
e auf einer Webseite navigieren kénnen
e Berechnungen am numerischen

Taschenrechner durchfiihren kdnnen
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Makrospirale zur Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
Arbeitsinseln mit grau hinterlegter Nummer sind ausgearbeitet.

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

Hé&ufigkeit)

Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten

Entstehung - Die Wurzeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung: zwei historische
Fragestellungen von de Meré

= Das Ziegenproblem
(1. Unterrichtseinheit)
A 02 Von der Intuition zur Mathematik: subjektives Vertrauen, relative Haufigkeiten,

Laplace-Wahrscheinlichkeit (2.+3. Unterrichtseinheiten)

A 03 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten: Baumdiagramm (4.Unterrichtseinheit)

A 04 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten: Multiplikationsregel (4.Unterrichtseinheit)

A 05 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten: Additionsregel (4.Unterrichtseinheit)

A 06 Ubungsbeispiele zur Additionsregel (5.Unterrichtseinheit)

Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

Losung der historischen Fragestellungen bzw. des Ziegenproblems

a1t (5.+6.Unterrichtseinheit)

A 08 Wissenstest

Arbeitsmittel fir alle Arbeitsinseln sind PC und der Lernpfad Einfuhrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Online- oder Download-Version, Internetzugang sowie
Heft bzw. Projektmappe fir Mitschriften.

Begriffe aus der beschreibenden Statistik wiederholen (relative Haufigkeit, prozentuelle
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Mikrospirale Al:
Entstehung - Die Wurzeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung: zwei historische
Fragestellungen von de Meré
Das Ziegenproblem

Schritt

Lernaktivitaten der Schillerlnnen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Die Schilerlnnen lesen sich kurz die beiden
Aufgabenstellungen durch und wahlen eine aus: Entstehung
oder Ziegenproblem.

EA

Die SchiilerInnen fuhren in Partnerarbeit die angegebenen
Experimente durch, notieren die Ergebnisse, erarbeiten einen
Lésungsvorschlag und halten die entsprechenden
Begrundungen im Heft fest.

PA

20°

Internetzugang,
Wiirfeln, Miinzen,
Spielkarten

Die SchilerInnen bilden 4er- bis 6er-Gruppen, diskutieren
die verschiedenen Ldsungsvorschldge und halten auf einem
Plakat, auf einer Lernplattform oder in einem
Diskussionsforum einen gemeinsamen Losungsvorschlag
und entsprechende Argumente fest.

GA

15

Plakate oder
Lernplattform oder
Diskussionsforum

Zu den beiden Aufgabenstellungen prasentiert je ein
Schuler/eine Schilerin (durch Zufall ausgewahlt) den
Lésungsvorschlag der Gruppe. Es ist noch nicht Ziel, einen
richtigen Losungsvorschlag zu erarbeiten! Die
Losungsvorschléage sollen vorerst so stehen bleiben und
konnen eventuell im Laufe der néchsten Unterrichtsstunden
am Plakat bzw. auf der Lernplattform durch weitere
Argumente gestitzt oder widerlegt werden.

Plenum

Mikrospirale A2: Von der Intuition zur Mathematik

Schritt

Lernaktivitaten der Schillerlnnen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Einzelarbeit zu den Themen subjektives Vertrauen, relative
Héufigkeit, Laplace-Wahrscheinlichkeit

EA

20°

Expertengruppen (3-4 Schiilerinnen)

GA

20

Haustibung:
Ausarbeitung von entsprechenden Fragestellungen

EA
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Néachste Unterrichtseinheit:

3 Mischgruppen (3-4 Schilerinnen): Austausch GA 30’
4 Ubungsaufgaben EA 15°
7 Hausibung: EA
Ausarbeitung der Fragestellungen der anderen Gruppen
Mikrospirale A6: Ubungsbeispiele zur Additionsregel |
: o . Sozial- . o
Schritt Lernaktivitaten der SchilerIinnen form Zeit| Arbeitsmittel
1 In Partnerarbeit werden entweder Ubung1 und 1b oder PA 10°
Ubung 2 und 3 erarbeitet.
2 Vergleich mit einem Paar derselben Ubungsaufgaben GA 5’
3 Kugellager PA 15°
4
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Mikrospirale A7: Losung der historischen Fragestellungen bz

w. des Ziegenproblems |

Gruppenprasentation vor der Klasse

Schritt Lernaktivitaten der Schilerinnen Sf%Zr'ranl' Zeit| Arbeitsmittel
Wabhl einer der beiden Aufgabenstellungen, Erarbeiten der
LOsung ,

1 Eventuell als dritte Themenstellung: Der historische PA 15
Briefwechsel und seine mathematischen Inhalte

2 Vorbereitung einer Présentation (Plakat, ) GA 15°
PowerPointPrasentation) in einer Gruppe (Teilweise HU)

3 Bilden von Mischgruppen: Museumsrundgang GA 20’

4 Oder: Plenum
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E-Learning-Sequenz
Wahrscheinlichkeitsrechnung
Arbeitsauftrag

Den Lernpfad findest auf www.austromath.at/medienvielfalt.
Das Projekt dauert 5 Unterrichtsstunden. Die 6.Stunde ist der Prasentation der beiden historischen
Fragestellungen bzw. des Ziegenproblems gewidmet.

Als Einstieg in den Lernpfad gibt es zwei Aufgabenstellungen: zwei historische Fragestellungen und
das Ziegenproblem. Informiere dich grob Uber die beiden und wahle dann eine Themenstellung aus,
die du laut Anleitung genauer bearbeitest. Die Lésungsvorschlage sind zu verdffentlichen
(Wandzeitung oder auf der Lernplattform). Am Ende wendest du dann dein neu erworbenes Wissen an
und arbeitest die anfangs gewahlte Aufgabenstellung mathematisch korrekt aus. Bereite dich
gemeinsam mit einem Partner/einer Partnerin auf die Prasentation vor.

Die Projektmappe ist handisch oder am Computer zu fihren und enthélt

o eine Ubersicht Giber die Inhalte des Lernpfades (MindMap 0.A.),

o eine Zeitplanung, in der genau eingetragen ist, wann du was machen moéchtest bzw. wann du
was mit wem gemacht hast (sie kénnte etwa so aussehen)

Was? Wann geplant? Wann durchgefihrt? Dauer Mit wem?

e alle deine Aufzeichnunungen: Rechnungen, Merksatze, Skizzen, Probleme, ...
e samtliche Ubungen, die du zuhause erledigst.

Achte besonders darauf, deine Projektmappe Ubersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht auf
Uberschriften, Angaben etc.

Das Protokoll zu jedem Lernschritt sollte Folgendes mindestens in deiner Projektmappe stehen:
Titel des Lernschritts

kurze Beschreibung des Inhaltes

Hattest du Probleme mit dem Lernschritt? Wenn ja, welche?

Sollten Fragen bzw. Probleme auftauchen, dann stelle sie zuerst auf unserer Plattform ins Netz.
Beteilige dich am Austausch tber die Plattform. Dort erhéltst du auch Hilfe von deinem Lehrer.

Zur Beurteilung des Projektes zahlen

Projektmappe (Vollstdndigkeit, Ausfiihrung der Arbeitsauftrage, Sorgfalt ...)
Arbeitshaltung (Selbststandigkeit, Beteiligung am Diskussionsforum am Infoportal, ...)
Einhaltung von Terminen

Freiwillige Zusatzibungen

Leistung bei der Prasentation

Die Projektmappe (mit Haustibungen) muss bis ............. abgegeben werden.

Viel Vergnuigen!
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&7\‘&?\ Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
Name: .......ooviiiiiiiiens

Alle Lernschritte findest du im Lernpfad ,,Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung!
Zeitplan: 5 Unterrichtsstunden. Die 6.Unterrichtsstunde ist fir die Prasentation und

Diskussion der beiden historischen Fragestellungen und des Ziegenproblems vorgesehen.
Siehe auch Anmerkungen am Ende des Plans!

Nr. Titel Aktivitat | Sozialfo | Arbeitsauftrag P/W Kontr
rm olle
1 | bistorische 33 © © Versucht zu zweit mithilfe von Pflicht
e — Wiurfeln bzw. einer Miinze
Fragen 1 - . 1
Vermutungen tber mégliche oder 3
Losungen fir die beiden gestellten
Fragen anzustellen! Haltet eure
Argumente in der Projektmappe
fest. Diskutiert mit einem anderen
Paar eure Ergebnisse!
2 Historische @ © Sqmmle mlthllf_e der angefiihrten Wahl
Fragen 2 Links Informationen zum
(Voraussetzu historischen Hintergrund der
ng: Nr. 1) Entstehun_g d_er _
Wahrscheinlichkeitsrechnung und
stelle einen kurzen Informationstext
von etwa 200 Wortern zusammen!
3 Ziegenprobl 33 © © Simuliert das Gewinnspiel des Pflicht
em 1 s Zlegenproblems, notiert die 1
Ergebnisse und begriindet, welche | oder 3
Strategie ihr bevorzugt!
4 . m' © Erforsche die Geschichte des
élezgenproble v Ziegenproblems (auch ,,Monty Hall Wahl
(Voraussetzu Prqblem genannt) und lege eine.
ng: Nr. 3) Zeittafel an, wann von wem und in
welchem Medium dieses Problem
erortert wurde!
5 Von der =2 © Mache dich mit einigen Pflicht
Mathemati Fragestellungen vertraut, die du in
k zur den folgenden Lernschritten
Intuition beantworten sollst!
6 | Subjektive | E © (©)| Lestdie Informationen, notiert die ,
Pflicht
S entsprechenden Fragestellungen aus
Vertrauen Lernschritt 5 und beantwortet sie!
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Relative

Lest die Informationen, notiert die

e :3 Pflicht
Haufigkeit e entsprechenden Fragestellungen aus
Lernschritt 5 und beantwortet sie!
Fuhrt die Experimente durch und
haltet eure Ergebnisse und
Schlussfolgerungen dazu fest!

8 Laplace- Lest die Informationen, notiert die Pflicht
Wahrschei entsprechenden Fragestellungen aus
nlichkeit Lernschritt 5 und beantwortet sie!

9 | Ubung Ermittle einfache ,

Wahrscheinlichkeiten! Die Prlicht | SK
Ldsungen lassen sich im Kopf
berechnen.

10 Rgchnen Bear Lest den Einleitungstext! Pflicht
mit
Wahrschei
nlichkeiten

11 | Baumdiagr| Ea&- Macht euch mit der Pili

icht
amme Darstellungsform durch
Baumdiagramme vertraut! Zeichnet
dann ein Baumdiagramm fur das
dreimalige Werfen eines
ReilRnagels! Entnimm die
Wahrscheinlichkeiten der
Versuchsserie mit den ReilRnageln
aus Lernschritt 7!
12 Multiplikati = Erarbeitet ge_meirlsam die Pflicht
onsregel Vorg_an_gsw_else flr die
Multiplikationsregel! Stellt euch
gegenseitig vier Aufgaben zum
gezeichneten Baumdiagramm,
haltet sie fest und berechnet die
Ergebnisse!

13 | Ubungl: B Ub_t d!e Berechnung an zwei Pflicht | SK
Markus und Beispielen!
die
Glicksspiel
automaten

14 | Ubung 2: 8 Ubt die Berechnung an einem :

3 Jager auf weiteren Beispiel! Haltet Prlicht | SK
Pirsch Baumdiagramm und Berechnung in

eurer Projektmappe fest!
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15 | Additionsr = Erarbeitet euch die Vorgangsweise Pflicht

egel bei der Additionsregel! Lest die
Informationen, notiert die
entsprechenden Fragestellungen aus
Lernschritt 5 und beantwortet sie!

16 | Ubungen =y Wendet die Additionsregel auf drei :
1,1b, 2 Beispiele an! Haltet Pflicht | SK
und 3: Baumdiagramm und Berechnung zu
Geburtstag, einem Beispiel in eurer
Alarmanlag Projektmappe fest!

e

17 | Ubung 3: B Wendet die Additionsregel an! .

Kartenspiel Beachte, dass sich die Pflicht | SK
Wahrscheinlichkeiten &ndern!

18 | Anworten £ Versucht nun noch einmal die im
fur de g~ Lernschritt 1 historischen
Méré Fragestellungen zu beantworten!

Dokumentiert eure neuerlichen
Uberlegungen! Schreibt einen
(fiktiven) Brief an De Méré und
erklart ihm die Losung!

19 | Antworten £ Versucht nun noch einmal das im 1I;ﬂ|cht
fir Monty g~ Lernschritt 3 gestellte
Hall Ziegenproblem zu losen, indem ihr oder

die Technik des Baumdiagramms 19
anwendet! Wie groR ist die
Gewinnwahrscheinlichkeit bei der
Strategie ,, TUr wechseln*? Verfasst
einen (fiktiven) Leserbrief an eine
Zeitung zur Losung dieses

Problems!

20 | Teste dein Beantworte die gestellten Fragen Pflicht
Wissen! und vergleiche sie mit einem

Partner/einer Partnerin!
Die Projektmappe muss spatestensam ................. abgegeben werden!

Deine Projektmappe enthalt:

o alle deine Aufzeichnungen (Definitionen, Merksatze, Skizzen, Rechnungen, ...) -
Achte besonders darauf, deine Projektmappe (bersichtlich zu gestalten! Vergiss nicht
auf Lernschrittnummer, Uberschriften, Beispielangaben, etc. !

o alle Haustibungsbeispiele

Zur Beurteilung des Projektes zahlen: Projektmappe (Vollstandigkeit, Ausfihrung, ...),
Arbeitshaltung, Haustibung, freiwillige Zusatziibungen (Wahlstationen, Bonus-Hauslibung) .
Viel Vergnugen!
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Zum didaktisch-methodischen Kommentar

Mit diesem Lernpfad wird im Unterschied zu vielen Schulbtichern, die eher einen theoretisch
orientierten Zugang zur Wahrscheinlichkeitsrechnung anbieten, die spielerische und kreative
Annaherung an das Thema und die naive Begriffsbildung gefordert. Der Lernpfad ist daher
fiir die Einstiegs- und Motivationsphase gedacht, als VVorstufe zu den (blichen Einstiegen in
den Schulbiichern. Lernziele und Lerninhalte werden angefiihrt und in der Lernspirale
detailliert beschrieben.

Die methodischen Anweisungen sind umfangreich — der Lernpfad kann als Lernspirale oder
als reine E-Learning-Sequenz eingesetzt werden. Auch ein Themenplan mit Pflicht- und
Wahlaufgaben ist beigefiigt. Die Lernspirale ist fir den gesamten Lernpfad detailliert
ausgearbeitet.

Zum Lernpfad selbst

In der Eingangsphase dieses Lernpfades wird vor allem die Intuition ber historische
Fragestellungen, Experimente und interaktive Simulationen angesprochen.

Madglichst hohe Motivation der Schiller/innen und das Wecken von Neugier stehen im
Vordergrund.

Die Prézisierung der erarbeiteten Begriffe erfolgt nur zum Teil; zum Beispiel fehlt die
Begriindung der Additionsregel und Multiplikationsregel. Der Lernpfad kann als alternativer
Einstieg genommen werden, eigentlich eine VVorstufe zu den meist relativ theoretisch
aufgebauten Einfiihrungen der meisten Schulbicher.

Konkrete Aufgabenstellungen, die auf praktische Ubungen und Spiele bezogen sind,
ermdglichen es den Schiilern und Schilerinnen, spielerisch Vorstellungen zu den Begriffen
der Wahrscheinlichkeit zu entwickeln. Einige Links zu externen Quellen gestatten die
Durchfuhrung von weiteren Experimenten und deren elektronische Auswertung.

Die Schilerinnen und Schiiler werden in hohem Malie zu Informationssuche angeregt.
Bildhaftes, lesendes und schreibendes Lernen sowie Lernen durch aktives Tun werden
unterstutzt.

Lernziele werden nicht explizit fiir Schiler und Schilerinnen angegeben, allerdings gibt ein
Fragenkatalog vor, welche Fragestellungen sie im Laufe des Lernpfades beantworten kdnnen
sollen.

Anleitungen fur Arbeits- und Prasentationsformen befinden sich direkt im Lernpfad.

Einige Tippfehler, unklare Hinweise in der Messagebox missen geéndert werden.

Zur Wissensiuberpriufung und Leistungsmessung

Im didaktischen Kommentar gibt es Hinweise zur Leistungsbeurteilung. Selbstkontrolle ist im
Lernpfad vorhanden, Wissensuberprifung rudimentar.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schuler/innen
59 Schilerinnen und Schiler aus 4 Klassen gaben Riickmeldung.
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Das Layout wird sehr gut beurteilt.

Das Layout gefallt mir:

80—

lja
2 nein

60—

40—

Prozent

20—

I I I
1 2 tbersprungen

08_Layout

Der Lernpfad wurde 6fter als im Durchschnitt auch bei der Arbeit zuhause verwendet

Ich habe auch zuhause mit dem Lernpfad gearbeitet:
13_Zuhause
%07 1 sehr oft
2 oft
a0 3 manchmal
4 nie
= 30
&
o
&
20—
10—
0 T T T T T
1 2 3 4 ubersprungen
13 Zuhause
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Dieser Lernpfad wurde uberdurchschnittlich oft auch fur die Vorbereitung fiir die Schularbeit

verwendet

Ich habe/werde den Lernpfad zum Uben fur die

Schularbeit verwenden:

15 _Schularbeit

60—

50—

40—

Prozent

30—

20—

0 T T

1

1 2
15 Schularbeit

T
Ubersprungen

1ja
2 nein

Die Schiler/innen begegneten dem Lernpfad mit groRer Neugier! VVor allem in der Oberstufe
wurde hier Gberdurchschnittliche Zustimmung erreicht.

Ich habe diesen Lernpfad mit Neugier,
Lust am Denken und mathematischen

Engagement sowie
Tun absolviert:

23 Neugier

70—

60—

50—

404

Prozent

30—

20—

10—

0 T T T

I

1 2 3
23 _Neugier

T T
4 tibersprungen

1 trifft vollig zu

2 trifft eher zu

3 trifft eher nicht
zu

4 trifft gar nicht zu
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Der Sinn und die Bedeutung der erarbeiteten Begriffe werden uberdurchschnittlich oft
verstanden.

Der Sinn und die Bedeutung der neu erlernten Begriffe
sind mir durch den Lernpfad klar geworden:
24 _Sinn
60—
1 trifft vollig zu
50 2 trifft eher zu
3 trifft eher
20 nicht zu
£ 4 trifft gar nicht
’é‘ 30— ZUu
o
20
104
0 T T T I T L T :
1 2 3 4 ubersprungen
24_Sinn

Viele positive Riickmeldungen gab es zu den Applets (Wahrscheinlichkeitsbaum). Das
Ziegenproblem faszinierte die Schulerinnen und Schiiler.
Rlckmeldungen zur offenen Frage ,,Interaktive Ubungen®.
e Ziegenproblem: selbst erfahren dass "switch™ 6fter gewinnt
o die interaktiven geogebra-tbungsbeispiele flr additionsregel und multiplikationsregel
sind eine gute stiitze.
e bei "Teste dein Wissen" konnte ich meine Uberlegungen mit Hilfe der angegebenen
Ldsungen uberprifen und das gab mir Sicherheit
Postives Feedback:
e Animationen und bilder, durch die alles leichter verstandlich war
e Neben den interaktiven Ubungen auch das Historische, weil jenes erfrischend wenig
mit dem sonst eher trockenen Stoff zu tun hatte. Die Moglichkeit den Lernpfad von
neuem zu beginnen, wenn ich im Sumpf des Stoffes feststeckte.
e selbstandiges arbeiten und die Hilfeleistung untereinander
Unter den negativen Rickmeldungen gibt es keine wirklich aussagekraftigen.

7. Uberblick tber den Erstellungsprozess

In einem ersten Schritt wurde von Gabriele Jauck der Lernpfad in seinem Grundgerist mit
Links und interaktiven Ubungen erstellt. Markus Hohenwarter lieferte die Baumdiagramme in
GeoGebra mit der entsprechenden Java-Programmierung sowie die Einrichtung des Materials
als Webseite. In einer zweiten Phase wurde der Lernpfad im Rahmen einer Lehrerfortbildung
in Rankweil getestet, von Otto Wurnig sehr Kritisch gelesen und mit vielen
Verbesserungsvorschlégen versehen, von Gabriele Bleier und Markus Hohenwarter gedndert,
methodisch erweitert und um Begleitmaterialien ergénzt.
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Lernpfad: Einfihrung in die Differentialrechnung

11. Schulstufe

Autoren/innen:

Lernpfad: Dr. Markus Hohenwarter, Mag. Gabriele Jauck
Lernspirale: Dr. Markus Hohenwarter, Mag. Evelyn Stepancik

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewahlt?

Die Differentialrechnung und ihre Anwendungen sind eines der zentralen Themen des
Mathematikunterrichts der BHS und AHS Oberstufe. Neben Computeralgebra-Systeme
(CAS) zur Darstellung von Funktionen und der symbolischen Berechnung von Ableitungen
und Nullstellen bietet sich die dynamische Mathematiksoftware GeoGebra besonders zur
experimentellen und erforschenden Einfiihrung in dieses Thema an. In diesem Lernpfad
verwenden wir daher GeoGebra vor allem bei der heuristischen Einfuhrung des Tangenten-
und Ableitungsbegriffs. Auf dem Weg dorthin Iasst sich die mittlere Anderungsrate
ausgezeichnet mit einer Tabellenkalkulation (z.B. Excel, Open Office Calc) untersuchen. Das
CAS Derive kommt in diesem Lernpfad erst gegen Ende zum Einsatz, nachdem die
Berechnung von Ableitungen mittels Grenziibergang bereits besprochen wurde.

In einem mdglichen Folgeprojekt wére eine Fortsetzung dieses Lernpfads mit Fokus auf
Anwendungen der Differentialrechnung interessant, wobei der Medieneinsatz sich hier
verstérkt in Richtung CAS verlagern wiirde.

2. Didaktischer Kommentar

Ihre Schilerinnen und Schiiler kdnnen mit diesem Lernpfad die grundlegenden Begriffe und
Zusammenhéange der Differentialrechnung entdecken. In zahlreichen Ubungen mit
verschiedenen Medien werden die Steigung einer linearen Funktion wiederholt,
Anwendungsbeispiele zur mittleren Anderungsrate bearbeitet und die Hintergriinde beim
Ubergang von der Sekante zur Tangente untersucht. Den Abschluss bilden
Grenzwertberechnungen zum Differentialquotienten. Die Herstellung eines Bezugs zur
Lebenswirklichkeit der Schillerinnen und Schiiler steht bei den Beispielen im Vordergrund.

Kurzinformation

Schulstufe 11. Schulstufe

Dauer 4 - 6 Stunden

Unterrichtsfacher Mathematik

Verwendete Medien Java-Applets, Dynamische Geometrie Software (DGS),
Tabellenkalkulation

Technische Java, Internet

\oraussetzungen

Autoren Markus Hohenwarter, Gabriele Jauck
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Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: Java (kostenlos von www.java.com), Internet, eventuell
Tabellenkalkulation (z.B. OpenOffice Calc kostenlos von www.openoffice.org oder
Microsoft Excel); eventuell: GeoGebra (kostenlos von www.geogebra.at).

Wichtig: Um alle Ubungen dieses Lernpfades verwenden zu konnen, ist eine
Verbindung zum Internet notwendig.

e Vorwissen der Schulerlnnen: Funktionen, Steigung einer linearen Funktion. Bei den
Ubungen zur mittleren Anderungsrate konnen die Schiilerinnen wahlweise eine
Tabellenkalkulation verwenden, sofern sie Grundkenntnisse in deren Bedienung
haben. Vorkenntnis zu GeoGebra sind wiinschenswert, aber nicht unbedingt
erforderlich (siehe Kurzanleitung bei der ersten Ubung zur Sekante).

Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt

Lernziel

Momentanrichtung (Quiz als
Einstieg)

Alltagliche Beispiele fur die Momentanrichtung nennen
kdnnen.

Lineare Funktionen
(Wiederholung)

Die Gleichung des Graphen einer linearen Funktion angeben
kdnnen.

Den Graph einer linearen Funktion zeichnen kdnnen.

Die Steigung einer linearen Funktion durch zwei Punkte
berechnen kénnen.

Mittlere Anderungsrate

Die mittlere Anderungsrate aus gegebenen Daten bestimmen
kdnnen (Temperatur, Geschwindigkeit).

Differenzenquotient

Den Differenzenquotient einer Funktion in einem Intervall
bestimmen kdénnen.

Sekante

Den Zusammenhang zwischen Differenzenquotient und
Sekantensteigung kennen.

Das Problem des Ubergangs von der mittleren Anderungsrate
zur momentanen Anderungsrate erkennen.

Differentialquotient

Den Differentialquotient als Grenzwert des
Differenzenquotienten definieren kénnen.

Den Differentialquotient fur ausgewahlte Beispiele bestimmen
kdnnen.

Tangente Den Begriff der "Tangente an einen Funktionsgraphen™
definieren konnen.
Die Tangentensteigung nédherungsweise berechnen kénnen.
Ableitung Die Ableitung als Steigungsfunktion beschreiben kdnnen.

Die Ableitung flr ausgewdhlte Beispiele bestimmen kénnen.
Zu einem Funktionsgraphen den Graph der Ableitung angeben
kdnnen.

Didaktischer Hintergrund

Dieser Lernpfad versucht die Notwendigkeit der Differentialrechnung zu motivieren, wobei
Beispiele und Ubungen eine Verbindung zur Lebenswirklichkeit der Schiilerinnen herstellen
(Rollerskater in der Kurve, Anderung der Temperatur, Sprung iber eine Skateboardrampe,
usw.). Mit Hilfe der interaktiven Materialien konnen die Schilerinnen viele wichtige
Zusammenhange selbsttétig entdecken. Um den Lernertrag zu sichern gibt es

zahlreiche Ubungen, in denen sie das eben Gelernte aktiv anwenden kénnen.
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Einsatz im Unterricht

Bei den Materialien zu diesem Lernpfad finden Sie einen konkreten VVorschlag samt
Ablaufplan zum Einsatz des Lernpfades im Unterricht (siehe Lernspirale). Selbstverstandlich
steht es Ihnen frei, diesen VVorschlag lhren eigenen Bedurfnissen und Vorlieben anzupassen.
Beim Einsatz dieses Lernpfades stehen Sie als Lehrperson Ihren Schiilerinnen als Moderator
mit Hilfestellungen zur Seite und organisieren den Ablauf (z.B. Wechsel der Sozialform,
Gruppeneinteilung, ...).

Fur den Einsatz des Lernpfades im Unterricht sind verschiedene Szenarien denkbar:

e Einzelarbeit an einem PC

o Partnerarbeit an einem PC

o Stationenbetrieb mit mehreren PCs, bei denen jede Station aus einem Teil des
Lernpfades besteht

Es ist nicht notwendig, dass der Lernpfad in aufeinanderfolgenden Stunden bearbeitet wird. In
der Regel wird dies von der Verfugbarkeit von Computern abhéngen. Inhaltlich steht es

Ihnen frei, bestimmte Teile aus dem Lernpfad auszuwahlen, die Reihenfolge ihrer
Behandlung im Unterricht zu verandern oder lhre Schiilerinnen nur bestimmte Ubungen
bearbeiten zu lassen. In diesem Lernpfad wechseln sich Arbeiten am Computer und im

Heft ab. Daher sollte auf den Tischen neben den Computern geniigend Platz zum

Schreiben vorhanden sein. Wenn Sie mdchten, kénnen Sie Ergebnisdateien, die mit GeoGebra
oder der Tabellenkalkulation erzeugt wurden, auch tber eine Lernplattform abgeben lassen.
Auf diese Art kdnnten Teile des Lernpfades auch als Haustibung gegeben werden.

Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch den Einsatz von interaktiven
Internetseiten, der Software GeoGebra und einer Tabellenkalkulation Ihren Schilerlnnen ein
erforschendes Lernen von Mathematik zu ermdglichen. Die neu gewonnenen Erkenntnisse
sollen im Anschluss daran durch handisches Rechnen vertieft und gefestigt werden.
Besonders wichtig fur die Ergebnissicherung sind neben der Arbeit am Computer daher auch
Diskussionen in Kleingruppen und mit der ganzen Klasse.

Lernmedien der Schilerinnen

Die Schulerlnnen arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Sie sollen auch
Definitionen und Ergebnisse von Ubungen im Heft festhalten - auf diese Art kann ein
Lerntagebuch zur Differentialrechnung entstehen.

Leistungsbeurteilung

Die Ergebnisse der SchilerIinnen sollten als Basis flr Diskussionen und Zusammenfassungen
in Gruppen oder der ganzen Klasse verwendet werden, wobei die Mitarbeit der einzelnen
Schilerinnen bewertet werden kann. Weitere Méglichkeiten zur Leistungsbeurteilung sind
das Absammeln der Hefte, entsprechende Schularbeitsbeispiele, Haustibungsbeispiele in einer
Lernplattform oder auch eine schriftliche Uberpriifung der Mitarbeit am Ende des Lernpfades.

Die Leistungsbeurteilung hangt nattrlich sehr stark davon ab, wie Sie den Lernpfad im
Unterricht einsetzen. So wird sich die Beurteilung prinzipiell beim Einsatz einer
Lernplattform auf andere Kriterien stiitzen miissen als beim Einsatz des Lernpfades zur
Wiederholung und Festigung eines schon grof3teils bekannten Lerninhalts.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

An Vorwissen ankntpfen

Am Beginn des Lernpfades wird der Steigungsbegriff wiederholt. Dabei stehen mehrere
interaktive Ubungen zur Verfiigung, unter anderem eine dynamische GeoGebra Konstruktion,
in der mittels Schieberegler die Steigung k und der Abszissenabstand d einer Geraden
interaktiv untersucht werden kénnen. Auf experimentelle Art und Weise kann so die
Bedeutung dieser Parameter fiir die Lage der Geraden untersucht werden. Insbesondere lassen
sich so auch sehr gut Sezialfélle wie k = 0 oder d = 0 betrachten.

Bezug zur Lebenswirklichkeit

Als Vorstufe des Differenzenquotienten wird die mittlere Anderungsrate von mehreren
Beispielen mit Hilfe einer Tabellenkalkulation untersucht. Der Medieneinsatz bietet die
Maoglichkeit, auch grofiere Datenmengen zeitsparend zu untersuchen und auf aktuelle Daten
aus dem Internet zuriickzugreifen.

So stehen etwa die aktuellen Arbeitslosenquoten von 1990 bis 2006 auf der Homepage der
Osterreichischen Wirtschaftskammer zum Download bereit.

Arbeitslosenquoten 1990 - 2006
It. Arbeitsmarkiservice
{auf Basis der registrierten Arbeitslosen)

e A SR

B i oo
—— 6,5 GGEIEE

r T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1990 1991 1982 1993 1994 1995 1996 1997 1996 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
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Visualisierung von Grenzprozessen

Der Grenzilbergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten ist das zentrale Element der
Differentialrechnung. Mit Hilfe einer dynamischen GeoGebra-Konstruktion kann dieser
Grenzprozess interaktiv erlebt werden, indem der Punkt B mit der Maus immer naher zum
Punkt A gezogen und so aus der Sekante eine Tange wird (siehe Abbildungen).

Differanzenguotient:
fib)-flay 0 ;
hg - g - unoefinea

Differentialguotient: Tangente
fikay - @)

Differenzenquotient;

fiy-fay 277
b-a 311 L

Sekante
f lim

k=617 it e

fik)- )= 2.77
fiby= 3.4

flay= 3.4

fla)= 3.4

g e gy

o

Individuelles Lerntempo

Lernen ist ein individueller Prozess, bei dem Wissen durch die Einbettung neuer Information
in bestehende Wissensstrukturen konstruiert wird. Dieses Erarbeiten vorgegebener
Informationen geht natrlich individuell verschieden und auch mit unterschiedlichem Tempo
vor sich. Interaktive Lernmaterialien am Computer geben jedem Lernenden die Mdglichkeit,
sein eigenes Tempo zu wihlen, und helfen auch dabei, die Ubersicht zu bewahren.
Beispielsweise kdnnen prototypische Ubungsaufgaben an einem vorgerechneten Beispiel
erlernt werden, wobei zundchst nur die Angabe sichtbar ist. Erst nach Klicken auf einen Pfeil
wird der Lernende zum nachsten Schritt dieser Aufgabe gefiihrt, sodass kleinere
Informationseinheiten nach und nach im selbstgewéhlten Tempo abgearbeitet werden kénnen.

Im folgenden Beispiel sind die ersten Schritte zur Berechnung des Differentialquotienten f'(1)
fur die Funktion f(x) = 2 x* zu sehen. Durch Klicken auf den blauen Pfeil rechts unten wir der
Lernende jeweils zum ndchsten Schritt gefuhrt.

. 1+4)— 7(l
Laut Definition ist der Differentialquotient: /'(1) = Eﬂ'w

2 _ a5 oq2
in feinsetzen: #'(1)= ]J'aimn 2(14';3:';2 21

201+ 2k +h* -2

Klammer quadrieren: #'(1)= lim

k=0 h
2 —_—
Klammer ausmultiplizieren: #'(1) = ]J_;‘mEl 2+44 _:22;3 2 v
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Ableitungsregeln

Mit dem Computeralgebrasystem Derive kdénnen (ab Version 6) auch die verwendeten
Ableitungsregeln schrittweise angezeigt werden. Dies ermdglich eine neue didaktische
Herangehensweise: es geht nicht mehr allein um die Anwendung der richtigen Regel, sondern
vielmehr um die Erklarung der verwendeten allgemeinen Regeln.

[ Derive 6 - [Algebra 1] E]@
E\\e Edit Insert Author Simplify Solve Calculus Options Window Help = &
NEEE $BRX (Mol = 76 5% Imd [ TTI| 4+ & &

2
#1- Fx) = 3-x

d
#2- — ()
dx

d d
— (a-F(x)) - a-— F(x)
dx dx

d 2
#3: 30— x
dx
d n n-1
— X = nex
dx
#4: Bex
Step(#3) B o.o00s

v = 2 x ¥ ¥ |dfECD. X

Innere Differenzierung durch Interaktive Ubungen

Ein grolRer Vorteil von elektronischen Lernmaterialien ist die Mdglichkeit, eine grolRe Anzahl
von interaktiven Ubungsaufgaben zur Verfiigung zu stellen. Dadurch wird innere
Differenzierung sehr einfach moglich: bessere Schilerinnen 16sen in einer vorgegebenen Zeit
einfach mehr Aufgaben als schwichere — und da die Ubungen im Internet zur Verfiigung
stehen, kdnnen sie auch als Hausiibung verwendet werden.

Das groRe Ableitungspuzzle von Mathe-Online ist eine Zuordnungstibung, die aus einem Pool
von Funktionen zufallig jeweils finf Bilder mit Funktionsgraphen und mit Ableitungsgraphen
prasentiert. Die entsprechenden Funktions-Ableitungs-Paare missen dann durch Ziehen mit
der Maus zugeordnet werden. Durch Klicken auf den ,,Auswerten* Button erhalten die
Lernenden Rickmeldung uber die Richtigkeit ihrer Zuordnung. Mit ,,Neu laden* kdnnen sie
fiinf neue Funktionsgraphen untersuchen.
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4. Drehbuch — Methodisch-didaktische Anleitungen

Im Folgenden ist eine Lernspirale (hach Klippert) fur Lehrer/innen als eine mogliche

Umsetzung dieses Lernpfads zu finden.

Lernspirale zum Thema ,,Einfiihrung in die Differentialrechnung*
VVon Markus Hohenwarter und Evelyn Stepancik

Themenbereich/Inhalte:

Einfhrung in die Differentialrechnung

Fachliche

Voraussetzungen:

Ziele:

Steigung einer Geraden

Lineare Funktionen

Funktionsgraphen interpretieren kénnen
Grenzwert

Termumformungen

Sicherer Umgang mit Polynomfunktionen

Alltagliche Beispiele fiir

die Momentanrichtung nennen
kdnnen.

Wiederholung: Die Gleichung des
Graphen einer linearen Funktion
angeben konnen. Den Graph einer
linearen Funktion zeichnen konnen.
Die Steigung einer linearen Funktion
durch zwei Punkte berechnen kdnnen.
Die mittlere Anderungsrate aus
gegebenen Daten bestimmen kdnnen
(z.B. Temperatur)

Den Differenzenquotient einer
Funktion in einem Intervall
bestimmen kénnen.

Den Zusammenhang zwischen
Differenzenquotient und
Sekantensteigung kennen.

Das Problem des Ubergangs von der
mittleren Anderungsrate zur
momentanen Anderungsrate erkennen.
Den Differentialquotient als
Grenzwert des Differenzenquotienten
definieren kdnnen.

Den Differentialquotient fur
ausgewahlte Beispiele bestimmen
konnen.

Den Begriff der "Tangente an einen
Funktionsgraphen™ definieren kénnen.
Die Tangentensteigung
néherungsweise berechnen kdnnen.
Die Ableitung als Steigungsfunktion
beschreiben kdnnen.

Die Ableitung flr ausgewahlte
Beispiele bestimmen kdnnen.

Zu einem Funktionsgraphen den
Graph der Ableitung angeben kdnnen.
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Methodische

Voraussetzungen:

Ziele:

¢ Informationen selbststandig schriftlich
festhalten kdnnen

e mit Partner und in Gruppe arbeiten kdnnen

e Methoden zur Partner- und
Gruppenfindung kennen

e Ergebnisse prasentieren kénnen

e mathematische Inhalte selbststéndig
erarbeiten kdnnen

e (iber mathematische Inhalte sprechen
kdnnen

e wichtige Informationen filtern und
schriftlich festhalten kénnen

o Eigenverantwortung beim Lernprozess
stérken

o elektronische Lernhilfen sinnvoll nutzen
konnen

Technische

Voraussetzungen:

Ziele:

e PC mit Internetzugang oder PC mit dem
installiertem Lernpfad Einfiihrung in die
Differentialrechnung

e Internetzugang, damit alle Ubungen des
Lernpfades verwendbar sind

e Beamer

e Dateien 6ffnen, schlieRen und speichern
kdnnen

o auf einer Webseite navigieren kdnnen

e von Vorteil: Grundfertigkeiten im Umgang
mit GeoGebra

¢ Funktionen samt Sekanten mit GeoGebra
zeichnen konnen

e Ableitungen mit GeoGebra oder Derive
berechnen kénnen

e Interaktive Konstruktionen zur
Visualisierung von Zusammenhéngen und
Eigenschaften nutzen kénnen

e technische Anleitungen
(Eingabeanweisungen) selbststandig
nutzen kénnen
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Makrospirale zur Einfihrung der Differentialrechnung

Arbeitsinseln mit grau hinterlegter Nummer sind ausgearbeitet.

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

A 00

Einfuhrung: Quiz zum Einstieg (Hammerwerfen, Inline - Parcours)

A0l

Wiederholung: Lineare Funktionen

Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten

A 02 Mittlere Anderungsrate, Differenzenquotient
A 03 Sekante, Tangentenbegriff

A 04 Differentialquotient, Tangente

A 05 Ableitung

Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

A 06

Ableitung einer gebrochen-rationalen Funktion (Ableitung, Ubungen 2 und 3)
Ausblick: Hoch- und Tiefpunkt einer Funktion (Extremwertaufgaben)
Ableitungsregeln

Arbeitsmittel fir alle Arbeitsinseln sind PC und der Lernpfad Einfiihrung in die
Differentialrechnung sowie Heft fur Mitschriften.
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Mikrospirale AO: Voreinstellungen aktivieren

Schritt | Lernaktivitaten der Schilerinnen ?g:rz?l- Zeit | Arbeitsmittel
Quiz zum Einstieg, Ubung 1: Die beiden Réatsel zum
1 Einstieg werden in Einzelarbeit durchgearbeitet und |EA 6’
die Ergebnisse werden im Heft festgehalten.
2 Ubung 2: Die Schiiler/innen iiberlegen eigene EA 7
Beispiele und notieren diese im Heft.
Zu zweit werden die Ergebnisse der Ubung 2 ,
3 A PA 5
diskutiert.
Mikrospirale Al: Wiederholung linearer Funktionen
fCh”t Lernaktivitéaten der Schilerlnnen ?grzrfl' Zeit | Arbeitsmittel
Wiederholung linearer Funktionen:
1 Die Ubungsbeispiele 1 und 2 werden in Partnerarbeit | PA 10’
durchgearbeitet und die Ergebnisse im Heft notiert.
Wettbewerb: Ubung 3 in Partnerarbeit. Zeitlimit von
2 der Lehrperson vorgegeben. Highscore im Heft PA 10’
notieren.
Wettbewerb: Ubung 4 in Partnerarbeit. Zeitlimit von
3 der Lehrperson vorgegeben. Highscore im Heft PA 8’
notieren.
Die Highscore Punkte der Paare und die Fehlerarten ,
4 . . Plenum |4
werden im Plenum verglichen.
Als Hausiibung kann die Ubung 5 Quiz zu linearen
5 Funktionen gegeben werden. Die Schiler/innen

notieren die bendtigte Zeit und den erreichten
Punktestand.
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Mikrospirale A2: Mittlere Anderungsrate, Differenzenquotient

Beginn der 2. Unterrichtseinheit

Expertenrunde:

Die Schiler/innen bilden Dreiergruppen. Jede Gruppe
bearbeitet eines der drei Beispiele zur mittleren
Anderungsrate.

GA 10°

Mixrunde:

Die Gruppen werden neu gebildet, sodass in jeder
2 Gruppe ein Experte fir jedes Beispiel sitzt. Die GA 15°
verschiedenen Beispiele werden erklart und auf
Gemeinsamkeiten untersucht.

Internet-Recherche mit Wikipedia: Neue Begriffe zur

Differentialrechnung werden im Heft notiert. EA 10

Brainstorming: die gefundenen Begriffe werden mit

Hilfe der Lehrperson strukturiert. Plenum |5

5 Die Definition und Ergebnisse werden im Heft notiert. |EA 5

Ubung zum Differenzenquotienten: ,
6 Ergebnisse werden im Heft notiert (eventuell als EA 10
Hausubung fertig machen).
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Mikrospirale A3: Sekante, Tangentenbegriff

Beginn der 3. Unterrichtseinheit

Ein Schiiler / eine Schilerin prasentiert die Ergebnisse

1 der Ubung zum Differenzenquotient. Plenum 15 Beamer
Definition
Informationssuche mit Bewegung zum Begriff »Sekante,
Sekanten und Kurvensekante. Kurvensekante*
2 Pro ausgehangter Information eine Gruppe. EA 7’ | 2x aufhangen
Hinweis: Die Arbeitsblatter der Schuler/innen missen (S.11)
stets verdeckt hingelegt werden. Llckentext

(S. 10) kopieren.

Ubung zur Sekante: die Schiiler/innen lernen GeoGebra
3 anhand der Kurzanleitung kennen und bearbeiten die PA 20’
Aufgabenstellung zum Thema Sekante.

Ubung: Sprung tiber Rampe wird mit Hilfe von
4 GeoGebra bearbeitet. Die Datei wird gespeichertund  |PA 10°
ausgedruckt, die Ergebnisse werden im Heft notiert.

Ein Paar wird per Zufall gelost und stellt ihr Ergebnis

5 der Ubung vor. Plenum |5 Beamer
Beginn der 4. Unterrichtseinheit
Ubung: Bogen von St. Louis wird mit Hilfe von
6 GeoGebra bearbeitet. Die Datei wird gespeichertund  |PA 15’
ausgedruckt, die Ergebnisse werden im Heft notiert.
7 Ein Paar wird per Zufall gelost und stellt ihr Ergebnis Plenum |3° | Beamer
der Ubung vor.
Tangentenbegriff: Jeder Partner bearbeitet eines der
8 beiden Beispiele (Tangente eines Kreises / Tangente EA/PA |77
eines Funktionsgraphen). AnschlieRend besprechen sie
ihre Ergebnisse.
Allenfalls: Die Lehrperson erklart die Probleme bei der
9 Definition einer Tangente anhand der Seite im Plenum |5 |Beamer

Lernpfad.
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Mikrospirale A4: Differentialquotient, Tangente

Aktivierung des Begriffs ,,Grenzwert".

Schritt

Lernaktivitaten der Schulerlnnen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Die Lernschritte Differentialquotient und Tangente
werden in Einzelarbeit durchgefiihrt, dabei erarbeiten
die Schiler/innen die Definitionen und
Schreibweisen. Die Ergebnisse werden im Heft
notiert.

EA

10°

In Vierergruppen werden die Definition des
Differentialquotienten wiederholt und eine
Stafettenprasentation in jeder Gruppe vorbereitet.
Dazu fertigen die Schiler/innen Kértchen mit
Stichwortern (+ Skizzen) an.

Eine Gruppe wird per Los gewéhlt und beginnt mit
der Prasentation, wobei sich die Schiiler/innen im
Halbkreis um eine Pinwand aufstellen, an der die
Kértchen dann befestigt werden.

AbschlieBend wird von der Lehrperson die
Stafettenprasentation erganzt oder kommentiert.

GA

15’

Eventuell die
beiden
Schreibweisen
zum Differenz-
und Differential-
quotienten
ausdrucken und
mehrmals
kopieren.

Beginn der 5. Unterrichtseinheit

Differentialquotient: Ubung 1a in Einzelarbeit
durcharbeiten und alle wichtigen Erkenntnisse im
Heft festhalten.

EA

10°

Differentialquotient: Ubung 1a die Teilschritte
abwechselnd einander gegenseitig erklaren und
anschlieRend Ubung 1b in Partnerarbeit absolvieren.

PA

15’

Differentialquotient: Ergebnisse der Ubung 1b mit
einem anderen Paar vergleichen.

GA

Differentialquotient: Ubung 1c anhand der Seite im
Lernpfad durchfuhren und alle Lésungsschritte mit
ihren Begriindungen im Heft festhalten.

EA

7’

Differentialquotient: Ubung 1d in Partnerarbeit im
Heft erarbeiten. Ergebnis mit einem anderen Paar
vergleichen.

PA

10°
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Differentialquotient: Ubung 2 in der

Plakat zum néchsten. Der jeweilige Experte erklart
das Plakat.

6 Unterrichtsstunde beginnen und als Hauslbung fertig |EA 10°
machen.
Hauslbung in Partnerarbeit vergleichen — eventuell ,
7 N . PA 5
kurze Présentation
Mikrospirale A5: Ableitung
Beginn der 6. Unterrichtseinheit
. N N Sozial- . o
Schritt | Lernaktivitaten der Schilerinnen form Zeit | Arbeitsmittel
Ableitung: Definition in Einzelarbeit durcharbeiten ,
1 . . EA 5
und im Heft notieren.
Ableitung: Ubung 1a in Partnerarbeit. Arbeitsteilung
2 bei 1b (positiv / negativ). Diskussion uber den Fall PA 10°
»Steigung = 0“ und 1c.
Lernplakate werden von 6 Gruppen zu den Themen
3 Mittlere Anderungsrate, Differenzenquotient, GA 15°
Sekante, Tangente, Differentialquotient, Ableitung
gestaltet.
Museumsrundgang:
Die Gruppen mischen sich (ein Experte zu jedem
4 Plakat in jeder Gruppe) und wandern von einem GA 20’

Haustibung: Ableitungspuzzle, eventuell auch die
Ubungen 2a/b und 3 zur Ableitung
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Lickentext: Sekante — Kurvensekante

aus Wikipedia, der freien Enzyklopédie

Das Wort (von lat. secare = schneiden) bezeichnet in der ebenen

Geometrie und in der Analysis eine Gerade durch

Kurvensekante

Allgemeiner nennt man auch eine Gerade, die durch (mindestens) zwei verschiedene

Punkte einer ,zB.eines_ gent,
eine Sekante.

Sekantensteigung: Die _ der Sekante durch zwei verschiedene
Punkte (_ Jund( _) des Graphen der Funktion f ist
gegeben durch

Dieser Rechenausdruck wird auchals bezeichnet. Er
spielt eine wichtige Rolle bei der Definitonder _ in der
Differentialrechnung.
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Sekante — Kurvensekante

aus Wikipedia, der freien Enzyklopadie

Das Wort Sekante (von lat. secare = schneiden) bezeichnet in
der ebenen Geometrie und in der Analysis eine Gerade durch

zwei verschiedene Punkte einer Kurve.

Kurvensekante
Allgemeiner nennt man auch eine Gerade, die durch
(mindestens) zwei verschiedene Punkte einer Kurve, z.B. eines

Funktionsgraphen geht, eine Sekante.

Sekantensteigung:

_f(b)-fa) _ 32 _
K= pa  © 4 0B

Sekantensteigung:

Die Steigung der Sekante
durch zwei verschiedene 15 L 7 o RO
Punkte (a | f(a)) und

(b | f(b)) des Graphen der
Funktion f ist gegeben
durch

f(b) - f(a) = 3.2

f(b)-f(a) ;
b-a . a=4 b

Dieser Rechenausdruck wird auch als Differenzenguotient
bezeichnet. Er spielt eine wichtige Rolle bei der Definition der

Ableitung in der Differentialrechnung.
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Bei der internen Evaluation dieses Lernpfades wurden vor allem folgende fachdidaktische
Verbesserungsmoglichkeiten angeregt:
e Eine historische Betrachtung des Ableitungsbegriffs ware interessant. Diese kdnnte
etwa als freiwillige Zusatziibung eingebaut werden.
e Der Limes-Begriff sollte starker betont werden.
e Bei Differenzen- und Differentialquotient sollte auch die Mdglichkeit der Berechnung
mit Hilfe eines CAS angefuhrt werden.

Grundsatzlich erscheint der etwas negative Grundtenor der Schiler/innen-Rickmeldungen fur
die Evaluator/innen (berraschend, sehen sie den Lernpfad doch im GrolRen und Ganzen sehr
positiv. Allerdings sollte mehr Ricksicht darauf genommen werden, dass Schiler/innen mehr
Maglichkeiten geboten werden, in verschiedenen Sozialformen den Lernpfad zu bearbeiten
und nicht nur in Einzelarbeit. Einzelne Mikrospiralen kénnten noch verbessert bzw. erganzt
werden (z.B. Infosuche mit Bewegung).

Da im Lernpfad Phasen der Festigung und Ubung fehlen, sollte diese von unterrichtenden
Lehrer/innen individuell ergénzt werden. Ein Hinweis dazu fehlt im didaktischen Kommentar
(und wird noch erganzt).

Externe Links sollten dem Benutzer transparenter gemacht werden. Als zusatzliches
Wahlangebot wird eine Verlinkung zu Internetseiten, die den historischen Werdegang der
Differentialrechnung thematisieren, vorgeschlagen. Anregungen zur starkeren Betonung des
Limes-Begriffs (vor allem in Verbindung mit einem CAS), zur Einbindung des
Steigungswinkels der Tangente uber tan o = k und zur genaueren Erklarung und Einbindung
von Ax werden eingebracht.

Ein durchgehendes Beispiel, das in allen Stufen der Begriffshildung (mittlere Anderungsrate,
Differenzenquotient, Differentialquotient, Ableitungsfunktion) herangezogen werden kann,
waére winschenswert.

6. AuRRere Evaluation

Schiuler/innen-Feedback

An der Umfrage haben 201 Schiler/innen aus 13 Testklassen teilgenommen, davon drei
Klassen aus eLSA-Schulen und eine Klasse aus einer eLC-Schule.

Aufféllig ist beim Vergleich der Ergebnisse mit den Ergebnissen aller Lernpfade, dass bei
sehr vielen Fragen die Rickmeldungen zu diesem Lernpfad schlechter ausgefallen sind.

Bei der Frage ,,Ich mdchte wieder mit einem Lernpfad arbeiten* antworteten deutlich weniger
Schaler/innen mit ,,Ja* (weniger als 50% im Vergleich zum Durchschnitt aller Lernpfade von
ca. 70%).

Die Frage nach Beriicksichtigung der eigenen Gedanken wurde ebenfalls mit 15 % fir die
beiden positiven Kategorien deutlich schlechter beantwortet im Vergleich zu 35% des
Durchschnittwerts:
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20_Eigene_Gedanken

40—
trifft vollig
Zu 1
20 trifft eher
zu 2
- trifft zum
] Teil zu 3
& trifft eher
nicht zu 4
trifft gar
17 nicht zu 5
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1 2 3 4 5 Uibersprungen

20_Eigene_Gedanken

Dieser Trend setzt sich fort bei der Frage nach dem Austausch von Ideen und Argumenten mit
Mitschulern/innen (Antwort , trifft vollig zu:* 15% gegeniiber 25% im Durchschnitt) und bei
der Frage nach Neugier und Lust am mathematischen Tun (35% positive Antworten im
Vergleich zu 55% im Durchschnitt):

22_Ideen_austauschen

30—
trifft vollig
25— ZU 1
trifft eher
Zu 2
20— -
= trifft zum
g o Teil zu 3
& trifft eher
nicht zu 4
7 trifft gar
nicht zu 5
5_
0
T T T T T T
1 2 3 4 5 Gbersprungen

22 ldeen_austauschen
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23_Neugier
40—
trifft vollig
20 _zu 1
trifft eher
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10—
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Zu uberlegen wére, ob den Schiler/innen genug Freiraum fiir das Erproben, Experimentieren
und fur den Austausch der Gedanken eingeraumt wurde.

Auch im fachlich-inhaltlichen Bereich scheinen die Schiler/innen nach eigener Einschétzung
den Sinn und die Bedeutung der neuen Begriffe nicht in dem Ausmalf erfasst zu haben, wie es
dem Mittelwert der Gbrigen Lernpfade entspricht.

Da der Lernpfad eher auf Einzelarbeit aufgebaut ist (auBer beim Einsatz der Lernspirale), fallt
die Antwort auf die Frage nach gemeinsamen Lernaktivitaten schlechter aus. Die allgemeine
Zufriedenheit mit dem Lernpfad ist ebenfalls eher etwas geringer ausgefallen.

Aus vielen Riickmeldungen ist zu vermuten, dass bei einigen Testklassen durch technische
Probleme die Java-Applets moglicherweise nur sehr langsam oder gar nicht funktioniert
haben, was eventuell eine Erklarung fir manche Unverstandlichkeiten sein kdnnte.
Gleichzeitig werden die interaktiven Applets als Bereicherung empfunden und als gute
Madglichkeit der Visualisierung sehr positiv erwéhnt.

Einige interessante Zitate aus den offenen Fragen:

Positive Riickmeldungen:

e Allgemein: es hilft, wenn man sieht, was sich verandert, wenn man etwas bestimmtes
verandert.

e Wenn man Punkt B zu A verschiebt, erkennt man, dass die Sekante zur Steigung der
Tangente wird. Bei einer Zeichnung alleine konnte ich es mir nicht vorstellen, wie es
dann aussehen wiirde.*

e  Eswurde gezeigt, das Mathematik nicht immer eintdnig sein muss. Am Computer zu
arbeiten ist sehr abwechslungsreich und bietet uns die Mdglichkeit selber etwas zu
erarbeiten.*
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Negative Rickmeldungen:

e ,.Bei Fragen kann der Lernpfad tberhaupt nicht helfen! Der Lernpfad kann keinen
Lehrer ersetzten!!!“

e . dass keine ausdruckbaren Materialien vorhanden waren“

Lehrer/innen-Feedback

Im Gesamtvergleich féllt sofort auf, dass sich der negative Grundtenor des Schiiler/innen-
Feedbacks bei den Lehrer/innen nicht zeigt. Die meisten Antworten liegen nahe am
Durchschnitt aller Lernpfade, lediglich die Frage nach dem Angebot an individuellen
Losungswegen wird deutlich schlechter bewertet (6 von 13 Lehrer/innen antworteten mit
HLrifft teilweise zu* oder , trifft eher nicht zu“. Dies deckt sich mit der negativen
Rickmeldung der Schiler/innen, dass wenig eigene Gedanken eingebracht werden konnten
(siehe oben).

Bei der Frage nach den Vorerfahrungen tauchten zwei Abweichungen zur Gesamtstatistik auf:
Die Vorerfahrungen bezuglich Lernspiralen sind weniger (10 von 13 antworteten mit ,,selten*
oder ,,nie*), dafir ist der Einsatz von Lernplattformen etwas héher (10 von 13 antworteten mit
»regelmagig” oder ,,selten); letzteres konnte damit zusammenhangen, dass drei eLSA-
Schulen und eine eLC-Schule beteiligt waren.

Die Anzahl der Unterrichtseinheiten konnte bei mehr als der Halfte nicht eingehalten werden..
Die methodischen Anweisungen wurden nur grof3tenteils oder teilweise befolgt.

Ausgewahlte Zitate aus den offenen Fragen:
e  Hervorragende und sehr anschauliche Einfihrung in die Differentialrechnung!*

e .Das Unterrichten war manchmal anstrengender, weil vollig andere Fragen
auftauchten als im Normalunterricht.**
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7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Dieser Lernpfad entstand auf Grundlage von Unterrichtserfahrungen von Gabriele Jauck in
einer Notebook-Klasse der 11. Schulstufe am BG Zell am See. Diese Materialien umfassten
Aufgaben mit GeoGebra, Derive und Excel. Zunachst wollten wir einen Lernpfad mit
Einfihrung und Anwendungscharakter zur Differentialrechnung schreiben. Bald wurde
jedoch Klar, dass der geforderte Stundenumfang von 4-6 Stunden dieses VVorhaben nicht
zuliel3. Wir entschieden uns daher fur einen Einfuhrungslernpfad mit der Option, diesen
maoglicherweise spater mit einem Anwendungslernpfad fortzusetzen.

Zur Medienkombination: GeoGebra ist einfach zu bedienen und bietet gute Visualisierungs-
und Experimentiermdglichkeiten. Mit Derive kdnnen andererseits Grenzwerte und
Ableitungen auch symbolisch berechnet werden. Zur Anknlpfung an das Vorwissen der
Lernenden und die Ubungsaufgaben am Ende haben wir Inhalte von Mathe-Prisma und
Mathe-Online gewdhlt, um zu unterstreichen, dass es bereits zahlreiche gut aufbereitete
interaktive Materialien im Internet gibt. Die Tabellenkalkulation Excel bot sich fur den
Einsatz im Zusammenhang mit der mittleren Anderungsrate an.

Als Grobstruktur fiir unseren Lernpfad ergab sich damit:
Wiederholung des Steigungsbegriffs linearer Funktionen
Mittlere Anderungsrate

Differenzenquotient

Sekantensteigung

Tangentenbegriff (heuristisch)

Differentialquotient

Ableitung

Ausblick

Die Materialerstellung erwies sich als aufwandiger als erwartet, da wir die bereits
bestehenden Excel, GeoGebra und Derive Dateien grundlegend tberarbeiten und anpassen
mussten. Andreas Lindner stand uns dabei beratend zur Seite.

In der Pilottest-Phase wurden vor allem mehr Beispiele gewiinscht, was fiir einen
Einfiihrungslernpfad nicht verwunderlich ist. Wir haben daher mehr Ubungen aufgenommen,
in der Absicht, dass daraus ausgewéhlt werden kann. Ein grofierer Anwendungsteil konnte in
der Zukunft in Form eines weiteren Lernpfades folgen.

Bei der Erarbeitung der Lernspirale als didaktisches Drehbuch war Evelyn Stepancik sehr
behilflich, die in diesem Bereich grol3e Erfahrung hat.
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Lernpfad: Einfihrung in die Integralrechnung

12. Schulstufe

Autoren/innen:

Lernpfad: Markus Hohenwarter, Gabriele Jauck, Andreas Lindner
Lernspirale: Evelyn Stepancik, Markus Hohenwarter

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewahlt?

Die Integralrechnung ist ein zentrales Thema des Mathematikunterrichts der hoheren Schulen
in Osterreich. Trotzdem sind zu diesem Thema medienunterstiitzte Visualisierungshilfen und
interaktive Materialien deutlich seltener zu finden als zur Differentialrechnung. Mit diesem
Lernpfad wollen wir die grundlegenden Ideen des Riemann-Integrals interaktiv erfahrbar
machen und verschiedene Wege der Herangehensweise an den Integralbegriff ermoglichen.
So stehen interaktive Visualisierungen, Anleitungen zur Verwendung eines CAS und
traditionelle Berechnungen per Hand als unterschiedliche Angebote nebeneinander, die
einander erganzen und ein tieferes Verstandnis mathematischer Zusammenhange fordern
sollen.

Ausgehend von den problemorientierten Ansétzen der Flachenberechnung eines Grundstiicks
und des Wasserverbrauchs wéhrend eines Fuf3ballspiels, flihren Experimente mit Unter- und
Obersummen zu einem heuristischen Integralbegriff. Der Computer gibt uns dabei die
Maoglichkeit, mit Hilfe des bestimmten Integrals bereits Probleme zu Idsen, bevor
Stammfunktionen eingefiihrt werden. Erst danach erfolgt die Formalisierung des Integrals
uber Grenzwerte hin zur Stammfunktion. Ein H6hepunkt dieses Lernpfads ist eine
Visualisierung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung mit dynamischen
GeoGebra-Konstruktionen von Andreas Lindner.

2. Didaktischer Kommentar

Ihre Schiiler/innen und Schiler kénnen mit diesem Lernpfad die grundlegenden Begriffe und
Zusammenhange der Integralrechnung entdecken. Ausgehend vom Wasserverbrauch wahrend
einer FulRballtibertragung wird das bestimmte Integral Gber Unter- und Obersummen
erarbeitet. Begleitet von vielen Ubungen fiihrt der Weg iiber Flicheninhaltsfunktionen zum
unbestimmten Integral und schlie3lich zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Kurzinformation

Schulstufe 12. Schulstufe

Dauer 4 - 6 Stunden

Unterrichtsfacher Mathematik

Verwendete Medien Java-Applets, Dynamische Geometrie Software (GeoGebra),
Computeralgebrasystem (Derive)

Technische Java, Internet

\oraussetzungen

Autoren Markus Hohenwarter, Gabriele Jauck, Andreas Lindner
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Voraussetzungen

o Technische Voraussetzungen: Java (kostenlos von www.java.com), Internet;
eventuell: GeoGebra (kostenlos von www.geogebra.at), Derive

e Vorwissen der Schuler/innen: Differentialrechnung. Vorkenntnis zu GeoGebra oder
Derive sind wiinschenswert, aber nicht unbedingt erforderlich.

Lerninhalte und Lernziele

Lerninhalt Lernziel
Einstieg (Wasserverbrauch, Alltagliche Beispiele fur die Berechnung von
Flacheninhalt eines Grundstiicks) krummlinig begrenzten Fldchen nennen kdnnen.
Unter- und Obersumme Unter- und Obersummen charakterisieren konnen.

Flacheninhalte ndherungsweise mit Unter- und
Obersummen berechnen kdnnen.

Bestimmites Integral Das bestimmte Integral als Grenzwert von Unter- und
Obersummen definieren kénnen.

Das bestimmte Integral als mit Hilfe des Computers
berechnen konnen.

Flacheninhaltsfunktion Den Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral
und Flacheninhaltsfunktionen erklaren kdnnen.
Stammfunktion Stammfunktionen bestimmen kdnnen.

Das bestimmte Integral mit Hilfe von
Stammfunktionen berechnen kdnnen.

Hauptsatz der Differential- und Die Grundideen des Hauptsatzes nachvollziehen
Integralrechnung kdnnen.
Ubungen Flacheninhalte mit Hilfe von Stammfunktionen

berechnen konnen

Didaktischer Hintergrund

In diesem Lernpfad wird die Integralrechnung iber das Problem der Berechnung krummlinig
begrenzter Flachen eingeflhrt. Ausgegangen wird dabei von einem ungewdéhnlichen und
motivierenden Beispiel: dem Wasserverbrauch wahrend eines FuBballspiels. Mit Hilfe der
interaktiven Materialien konnen die Schiiler/innen viele wichtige Zusammenhénge selbsttatig
entdecken. Um den Lernertrag zu sichern gibt es viele Ubungen, in denen sie das eben
Gelernte aktiv anwenden konnen.

Einsatz im Unterricht

Bei den Materialien zu diesem Lernpfad finden Sie einen konkreten VVorschlag samt
Ablaufplan zum Einsatz des Lernpfades im Unterricht (siehe Lernspirale). Selbstverstandlich
steht es Ihnen frei, diesen VVorschlag lhren eigenen Bedurfnissen und Vorlieben anzupassen.
Beim Einsatz dieses Lernpfades stehen Sie als Lehrperson lhren Schiler/innen als Moderator
mit Hilfestellungen zur Seite und organisieren den Ablauf (z.B. Wechsel der Sozialform,
Gruppeneinteilung, ...). Fir den Einsatz des Lernpfades im Unterricht sind verschiedene
Szenarien denkbar:

e Einzelarbeit an einem PC

e Partnerarbeit an einem PC

o Stationenbetrieb mit mehreren PCs, bei denen jede Station aus einem Teil des
Lernpfades besteht
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Es ist nicht notwendig, dass der Lernpfad in aufeinander folgenden Stunden bearbeitet wird.
In der Regel wird dies von der Verfugbarkeit von Computern abhangen. Inhaltlich steht es
Ihnen frei, bestimmte Teile aus dem Lernpfad auszuwahlen, die Reihenfolge ihrer
Behandlung im Unterricht zu verdndern oder lhre Schiiler/innen nur bestimmte Ubungen
bearbeiten zu lassen. Beispielsweise kénnen Sie an geeigneter Stelle auch Ubungen zum
Thema "Flacheninhalte zwischen den Graphen zweier Funktionen™ einbauen.

In diesem Lernpfad wechseln sich Arbeiten am Computer und im Heft ab. Daher sollte auf
den Tischen neben den Computern genuigend Platz zum Schreiben vorhanden sein. Wenn Sie
mdochten, kdnnen Sie Ergebnisdateien, die mit GeoGebra oder der Tabellenkalkulation erzeugt
wurden, auch Uber eine Lernplattform abgeben lassen. Auf diese Art konnten Teile des
Lernpfades auch als Hausuibung gegeben werden.

Kombination der Medien

In dem vorliegenden Lernpfad wird versucht, durch den Einsatz von interaktiven
Internetseiten, der Programme GeoGebra und Derive Ihren Schiller/innen ein erforschendes
Lernen von Mathematik zu ermoglichen. Die neu gewonnenen Erkenntnisse sollen im
Anschluss daran durch handisches Rechnen vertieft und gefestigt werden. Besonders wichtig
fur die Ergebnissicherung sind neben der Arbeit am Computer daher auch Diskussionen

in Kleingruppen und mit der ganzen Klasse.

Lernmedien der Schiller/innen

Die Schuler/innen arbeiten mit diesem Lernpfad nicht nur am Computer. Sie sollen auch
Definitionen und Ergebnisse von Ubungen im Heft festhalten - auf diese Art kann ein
Lerntagebuch zur Integralrechnung entstehen.

Leistungsbeurteilung

Die Ergebnisse der Schuler/innen sollten als Basis fur Diskussionen und Zusammenfassungen
in Gruppen oder der ganzen Klasse verwendet werden, wobei die Mitarbeit der einzelnen
Schiler/innen bewertet werden kann. Weitere Mdglichkeiten zur Leistungsbeurteilung sind
das Absammeln der Hefte, entsprechende Schularbeitsbeispiele, Haustibungsbeispiele in einer
Lernplattform oder auch eine schriftliche Uberpriifung der Mitarbeit am Ende des Lernpfades.

Die Leistungsbeurteilung hangt nattrlich sehr stark davon ab, wie Sie den Lernpfad im
Unterricht einsetzen. So wird sich die Beurteilung prinzipiell beim Einsatz einer
Lernplattform auf andere Kriterien stlitzen miissen als beim Einsatz des Lernpfades zur
Wiederholung und Festigung eines schon grof3teils bekannten Lerninhalts.
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3. Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Modellbildung

Einen motivierenden Einstieg in die Thematik bietet das Problem der Fldchenberechnung
eines Grundstiicks an einem Flussufer. Dazu haben wir einen experimentellen Weg gewahlt,
wobei das FluBufer mit Hilfe einer Parabel, die durch Ziehen dreier Punkte veréndert werden
kann, angenéhert wird. Somit kann einerseits die vereinfachende Modellbildung der
Parabelannahme motiviert werden, und andererseits stellt sich nattrlich die Frage danach, wie
man denn diese Flache unter der Parabel berechnen kann.

= . RE e

;_}___'F 'I:.‘gl_lu_”l. \D &

Visualisierung

Unter- und Obersummen sind per Hand nur mit enormem Aufwand produzierbar. Mit
modernen Medien wie GeoGebra oder Derive werden sie jedoch muhelos darstellbar und im
Fall von GeoGebra sogar dynamisch verénderbar. So kann der Grenziibergang von Unter- und
Obersummen zum bestimmten Integral visuell erlebt werden.

Chersumme = 2.82
Untersumme = 2.61 ) ¥ T4
Differenz=0.21
13
12
1 =
11
]
-I1 ’ | % | é \_
a=-0.5 h=1.21
n=11
o 1 2
GeoGebra Derive
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Heuristische Begriffsbildung

Der Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral und Stammfunktionen ist grundlegend fur
die Integralrechnung. Motiviert kann dieser mit Hilfe der Flacheninhaltsfunktion werden:
Dabei wird einer Stelle b die Flache unterhalb der Funktion f(x) im Intervall [a, b] zugeordnet.
Durch dynamische Veranderung der Stelle b kann so punktweise der Graph der
Flacheninhaltsfunktion entstehen (siehe Abbildung). Dieser heuristische Ansatz motiviert den
spater eingefiihrten Begriff der Stammfunktion.

i)

Formalisierung

Der Haupsatz der Differential- und Integralrechnung ist das Herzstiick dieser beiden Gebiete.
Die Betrachtung seines Beweises im Unterricht ist nicht ganz einfach und keineswegs
selbstverstandlich. In unserem Lernpfad haben wir daher eine anschauliche Herleitung mit
interaktiven Konstruktionen versucht, die Schritt fir Schritt die wesentlichen Beweisideen
illustriert und dynamisch erlebbar machen.

BEX]

& Lernpfad - Mozilla Firefox
File Edit Mew Go Bookmarks Tools Help

<}Z| ¥ L| v @ : @ €3 http:/fwww.geogebra,at/medienvielfalt/materialien/int_einfuehrung lernpfadindex. him

Einfihrung in die Integralrechnung
.'\.i
1 Py ,
Fuhrt man nun einen Grenzubergang far Ax gegen 0 durch, so

Bl
erhalt man wegen der Stetigkeit von f

Home

Einstieg
Unter-, Cbersumme
Bestimmtes Integral
Flacheninhaltsfunktion
Stammfunktion
Hauptsatz
Beweis Teil (a)
Beweis Teil (b)
Ubungen

Hilfe
Impressum
Weitere Infos

Alx+ bx) - A _ L i
A= A A Eﬂ . Er_nﬂf(,t) Sz
A'(x) =f(x)

Al
d.h. f(x) stellt genau die Steigung der Tangente im Punkt A(x)
dar!

Aufgabe

+ Zeige die Steigung der Tangente und den Funktionswert
f(x) an!

M. Hohenwarter
G Jauck, A Lindner

[;Tang.steigung EIN ] [;Tang.steigungAUS;]

©2005

©A. Lindner 2005, erstellt mit GeoGebra

Applet geogebra. GeoGebraApplet started
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4. Drehbuch — Methodisch-didaktische Anleitungen

Lernspirale zum Thema ,,Einfihrung in die Integralrechnung*
von Evelyn Stepancik und Markus Hohenwarter

Themenbereich/Inhalte:

Einflhrung in die Integralrechnung

Fachliche

Voraussetzungen: Ziele:

o Flachenberechnung e Die Problematik der Berechnung von
e Funktionsgraphen interpretieren kénnen krummlinig begrenzten Fl&chen

e Geometrische Summe kennen.

o Grenzwert e Unter- und Obersummen

e Termumformungen charakterisieren konnen.

e Sicherer Umgang mit Polynomfunktionen e Flacheninhalte naherungsweise mit

e Differenzieren Unter- und Obersummen berechnen
e Beweisschritte nachvollziehen konnen.

e Das bestimmte Integral als Grenzwert
von Unter- und Obersummen
definieren kdnnen.

e Das bestimmte Integral mit Hilfe des
Computers berechnen kénnen.

e Den Zusammenhang zwischen
bestimmtem Integral und
Flacheninhaltsfunktionen kennen.

e Stammfunktionen bestimmen kdnnen.

e Das bestimmte Integral mit Hilfe von
Stammfunktionen berechnen kdnnen.

¢ Die Grundideen des Hauptsatzes
nachvollziehen kénnen.

Methodische

Voraussetzungen:

Ziele:

¢ Informationen selbststandig schriftlich
festhalten konnen

e mit Partner und in Gruppe arbeiten kénnen

e Methoden zur Partner- und
Gruppenfindung kennen

e Ergebnisse prasentieren kdnnen

e mathematische Inhalte selbststéandig
erarbeiten kdnnen

e (iber mathematische Inhalte sprechen
kdnnen

e wichtige Informationen filtern und
schriftlich festhalten kénnen

¢ Eigenverantwortung beim Lernprozess
starken

o elektronische Lernhilfen sinnvoll nutzen
kénnen
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Technische Voraussetzungen:

Ziele:

e PC mit Internetzugang oder PC mit dem
installierten Lernpfad Einfiihrung in die
Integralrechnung

e Beamer

o Dateien 6ffnen, schlieRen und speichern
kdnnen

e auf einer Webseite navigieren kénnen

e Grundfertigkeiten im Umgang mit Derive
und Geogebra

¢ Funktionen mit GeoGebra oder Derive
zeichnen konnen

e Unter- und Obersummen mit Geogebra
oder Derive berechnen kénnen

e Bestimmtes und unbestimmtes Integral mit
Geogebra oder Derive berechnen kénnen

¢ Interaktive Konstruktionen zur
Visualisierung von Zusammenhéngen und
Eigenschaften nutzen kénnen

¢ technische Anleitungen
(Eingabeanweisungen) selbststandig
nutzen kénnen
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Makrospirale zur Einfihrung der Integralrechnung

Arbeitsinseln mit grau hinterlegter Nummer sind ausgearbeitet.

Im Folgenden ist ein Ablauf fiir 4 Unterrichtsstunden ausgearbeitet. 3 weitere
Unterrichtsstunden sind als eventuell gekennzeichnet und kdnnen zur Vertiefung bestimmter
Inhalte eingeschoben werden.

Vorwissen /Voreinstellungen aktivieren

A 00

Einfiihrung

Neue Kenntnisse/ Verfahrensweisen erarbeiten

A0l Ober- und Untersumme

A 02 Bestimmtes Integral

A 03 Flacheninhalts- und Stammfunktion

A 04 Beweis zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (eventuell)

Komplexere Anwendungs-/Transferaufgaben

A 05

Ubungen zur Integralrechnung

A06

Weiteres: numerische Integration

Arbeitsmittel fir alle Arbeitsinseln sind PC und der Lernpfad Einfuhrung in die
Integralrechnung sowie Heft fir Mitschriften.
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Mikrospirale A00: Einfiihrung

Schritt

Lernaktivitaten der Schiler/innen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Der Lernschritt Flacheninhalt eines Grundstlicks
wird in Einzelarbeit durchgefuhrt und die Ergebnisse
werden im Heft festgehalten.

EA

Zu zweit werden die Ergebnisse der Einzelarbeit und
die Vermutung, ob es mdglich ist, eine
Polynomfunktion 2.Grades mit einem beliebig
verlaufenden Flussufer zur Deckung zu bringen,
besprochen.

PA

Der Lernschritt Wasserverbrauch wahrend einer
FuBballibertragung wird in Partnerarbeit
durchgefihrt, die Ergebnisse werden im Heft
festgehalten.

PA

10°

Die Ergebnisse werden mit einem anderen Paar
verglichen.

GA

Mikrospirale Al: Ober- und Untersumme

Unter- und Obersumme: Die Schiiler/innen lernen die
Bedeutung der Unter- und Obersumme (interaktive
Ubung) kennen. Die Ergebnisse der einfiihrenden
Aufgabe werden im Heft festgehalten.

EA

10°

Zu zweit werden die Ergebnisse der einflihrenden
Aufgabe besprochen und die Ubung Unter- und
Obersumme mit GeoGebra geldst.

PA

10°

Die Ergebnisse werden mit einem anderen Paar
verglichen. GeoGebra-Dateien werden gespeichert
und/oder ausgedruckt.

GA

Als Hausubung kénnen die Aufgaben Unters- und
Obersumme per Hand oder Unter- und Obersumme mit
Derive gel6st werden.
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Mikrospirale A2: Bestimmtes Integral

Aktivierung des Begriffs ,,Grenzwert".

Beginn der 2. Unterrichtseinheit

Schritt | Lernaktivitaten der Schiler/innen ?grzrfl' Zeit | Arbeitsmittel

Informationssuche mit Bewegung zum Begriff Deflqltlon
: « »bestimmtes

»Bestimmtes Integral®. Intearal® 2x

1 Pro ausgehangter Information eine Gruppe. EA 10° au fhgan en
Hinweis: Die Arbeitsblatter der Schuler/innen missen IThangen.
stets verdeckt hingelegt werden Luckentex?

' (S.10) kopieren.

Flachenberechnung: Die Schiiler/innen bearbeiten

2 einzeln das Musterbeispiel mit GeoGebra oder EA 7
Derive.
Gruppenrallye: Lésungen

3 Flachenberechnung: In 4er-Gruppen werden die GA 10° aufschreiben und
Beispiele (a) bis (e) arbeitsteilig gelést und die eventuell
Vorgangsweise besprochen. ausdrucken
Die Ergebnisse werden von einer anderen Gruppe , Losung mit Folie

4 " GA 5 oder Beamer
anhand der Lésungen verbessert und bewertet. .

vorbereiten

5 5 Schuler/innen présentieren je ein Beispiel. Plenum |8’
Negative Flache: Die Schiler/innen bearbeiten die

6 Ubung Ein negativer Flacheninhalt? Die EA 5’
Fragestellungen werden im Heft beantwortet.

7 Die Schiler/innen vergleichen und besprechen ihre PA 2

Aufzeichnungen.

Eventuell: Eine Unterrichtseinheit zur Vertiefung des Grenziibergangs von Unter-, Obersummen
zum bestimmten Integral
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Bestimmtes Integral per Hand: Schiler/innen mit einer
Katalognummer der ersten Klassenhélfte bearbeiten in
Partnerarbeit das Arbeitsblatt ,,lineare Funktion* aus
der Ubung, die anderen bearbeiten das Arbeitsblatt
»quadratische Funktion®.

Kontrolle durch Vergleich mit einem anderen Paar.

10°

Kopien der
Arbeitsblatter
vorbereiten

Kugellager: Austausch der Beispiele

- Gruppe 1 erklért Arbeitsblatt ,,lineare Funktion*

- Gruppe 2 wiederholt VVorgangsweise fiir
Beispiel 1

- Gruppe 2 erklart Arbeitsblatt ,,quadratische
Funktion®

- Gruppe 1 wiederholt VVorgangsweise fur
Beispiel 2

Plenum

10°

Eventuell
Arbeitsblatter
Uber Beamer
erklaren

10

In 3er-Gruppen wird je ein Lernplakat zum bisher
erworbenen Wissen (Ober-, Untersumme, bestimmtes
Integral) angefertigt.

GA

15’

Papier und Stifte
fiir Plakate

11

Museumsrundgang: Jedes Mitglied einer Gruppe erhélt
eine bestimmte Farbe zugeteilt. Neue Gruppenbildung
nach Farben. Jede neue Gruppe wird einem Plakat
zugeordnet. Vor jedem Plakat erklart der/die Experte/in
die Inhalte.

Wechsel der Gruppen von einem Plakat zum néchsten.

15’

Mikrospirale A3: Flacheninhalts- und Stammfunktion

Beginn der 3. Unterrichtseinheit

Schritt

Lernaktivitaten der Schiler/innen

Sozial-
form

Zeit

Arbeitsmittel

Die Lernschritte Flacheninhaltsfunktion und
Stammfunktion (ohne Hauptsatz) werden in
Einzelarbeit durchgefihrt und alle wichtigen
Informationen und Ergebnisse im Heft festgehalten.

EA

Zu zweit werden die Ergebnisse der Einzelarbeit
besprochen und die Ubungen zu Stammfunktionen
handisch berechnen gemeinsam geldst. Die
Ergebnisse werden im Heft festgehalten.

PA

12

Zwei zufallig ausgewahlte Paare prasentieren ihre
Ergebnisse zu Ubung 1 bzw. 2.

Plenum
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Gruppenrallye:

Flachenberechnung: In 4er-Gruppen werden die , Losungen Im
4 - : o ) ) GA 15" | Heft
Beispiele (a) bis (d) arbeitsteilig gelost und die .
. aufschreiben
Vorgangsweise besprochen.
Losung mit Folie
5 4 Schiiler/innen prasentieren je ein Beispiel. Plenum |8 |oder Beamer

vorbereiten

Eventuell Hausubung: Stammfunktion bestimmen mit
dem Computer. Die Ergebnisse werden im Heft
festgehalten bzw. gespeichert und ausgedruckt.

Mikrospirale A4: Beweis zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eventuell: Zwei Unterrichtseinheiten zum Beweis des Hauptsatzes
Beginn der 1. Unterrichtseinheit zum Beweis des Hauptsatzes

Schritt | Lernaktivitaten der Schiler/innen ?g)rzrfl' Zeit | Arbeitsmittel
Teil a: Die Schiler/innen erarbeiten die erste und
zweite Aufgabenstellung des Beweises zum Kopie der

1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung EA 15’ | GeoGebra
(Existenz von Stammfunktionen) in Einzelarbeit und Konstruktion
dokumentieren diese moglichst ausfihrlich im Heft.
Die Schiler/innen vergleichen und besprechen die
Ergebnisse der ersten beiden Aufgabenstellungen. Kopi

. ; . s opie der

Zu zweit erarbeiten die Schiiler/innen den ,

2 . . PA 15" | GeoGebra
Mittelwertsatz der Integralrechnung sowie dessen .

; . Konstruktion

Folgerungen und dokumentieren ihr Vorgehen
maoglichst ausfiihrlich im Heft.
Die Paare 16sen gemeinsam die dritte
Aufgabenstellung des Beweises zum Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und Kopie der

3 dokumentieren ihr Vorgehen maglichst ausfihrlich PA 10’ |GeoGebra
im Heft. Konstruktion
Der gesamte Beweis wird in allen seinen Schritten
nochmals besprochen.
Die interaktive Zusammenfassung wird Schritt fur

4 Schritt abgespielt und mit den eigenen PA 7

Aufzeichnungen verglichen.

Hauslbung: Die Schiiler/innen verfassen einen
zusammenhéangenden Text, indem sie mit eigenen
Worten den gesamten Beweis (Teile a und b)
ausfihrlich wiedergeben.
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Eventuell: Zwei Unterrichtseinheiten zum Beweis des Hauptsatzes
Beginn der 2. Unterrichtseinheit zum Beweis des Hauptsatzes

Zu zweit werden die Ergebnisse der Hauslibung

5 . PA 7
verglichen.
Eventuell
6 Zwei Schuler/innen préasentieren ihre Hausubung. Plenum |7’ Beamer fur
GeoGebra

Konstruktionen

Die Schiler/innen bearbeiten die Aufgabenstellung des
7 Beweises, Teil b Integralberechnung und EA 7
dokumentieren diese im Heft.

Lernplakat zum Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung GA 20

9 Stafettenprasentation eines Lernplakates Plenum |7’

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Einfihrung in die Integralrechnung, Seite 13




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Mikrospirale A5: Ubungen zur Integralrechnung

Beginn der 4. Unterrichtseinheit

Sozial-

Schritt | Lernaktivitaten der Schiler/innen form Zeit | Arbeitsmittel
1 Die Schiiler/innen bearbeiten in Partnerarbeit die PA 20"
Ubungen Grundstiick und Oldtimer.
Je zwei Paare gehen zusammen und besprechen ihre ,
2 ; GA 5
Losungen.
3 6 Gruppen gestalten je ein Lernplakat zur GA 15" | Plakate, Stifte
Integralrechnung
4 Préasentation eines Lernplakates Plenum |7’

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Einfihrung in die Integralrechnung, Seite 14
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Lickentext — Bestimmtes Integral |

Das bestimmte Integral \

In den bisherigen Ubungen hast du gesehen, dass furdie .~ unter der
Funktion f(x) immer gilt:

____________ < FlacheA=s
Ohersumme = 2.97
Untersumime = 2.45
Differenz =052
2
1_
0
1 o ' ] 2
a=-05 =121
n=4
Bei wachsender Anzahl der Rechtecke ndhern sich Unter- und Obersumme
_____________________ an. Daher definieren wirdie _
unter der Funktion f{(x) i m_ als von Unter-

und Obersumme:

Zur Schreibweise
Das Integralzeichen stellt ein stilisiertes "S" dar und steht fur "Summe". Das "dx"

steht flir die eines Rechtecks beim Grenzlibergang. Diese

Schreibweise des bestimmten Integrals soll verdeutlichen, dass es sich um den Grenzwert

einer handelt.
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5. Ergebnisse der internen Evaluation

Der Lernpfad kann als Lernsequenz, in Ausziigen mit eigener Unterrichtsorganisation und als
Lernspirale verwendet werden. Die methodischen Anleitungen fur die Lehrperson sind
ausreichend genau und verstandlich. Der Lernpfad dient fast ausschlielich dem Erarbeiten
neuer Inhalte, die dafur verwendeten Erklarungen und Anweisungen sind verstéandlich und
schliissig. Wiinschenswert waren eine Erganzung durch Ubungs- und Vertiefungsaufgaben
sowie Zusatzmaterialien als Wahlangebot, z.B. in Form einer Internetrecherche zur Historie
der Integralrechnung, oder Beispiele, die das forschende Lernen ansprechen. Die bei den
Applets gegebenen Anweisungen sind sehr detailliert und zielorientiert, so dass das eigene
Experimentieren der Schiler/innen hier etwas zu kurz kommt.

Der im Lernpfad gewahlte Weg (bestimmtes Integral — Ober-/Untersummen - Stammfunktion
— Hauptsatz) wird von den Evaluator/innen als sinnvoll erachtet, obwohl eine andere
Reihenfolge denkbar wére. Die Fachsprache ist korrekt, es ist ein roter Faden erkennbar und
in Technologiehinsicht liegt eine ausgewogene Mischung zwischen dynamischer Geometrie-
Software und CAS vor, wobei trotzdem die wesentlichen handischen rechnerischen
Fahigkeiten nicht zu kurz kommen Als groRer Vorteil wird erachtet, dass mit Geogebra
erstmals eine gute Visualisierung von Ober- und Untersumme maglich ist, was sonst nur mit
aufwéndigem, abstrakten mathematischen Mitteln gelingt.

Im Evaluationsteam entstand eine Diskussion uber Verbesserungsmoglichkeiten in
fachdidaktischer Hinsicht. Dazu gehdoren:

e weniger Arbeiten mit Black Boxes durch vorheriges Einschieben von héndischen
Arbeitsauftragen

das Summenzeichen und der Summenbegriff expliziter machen

den Limesbegriff vorher aktivieren

negative Flache eventuell durch orientierte Flache ersetzen

Ubergang schaffen vom Einstiegsbeispiel Grundstiick zur ersten Darstellung von

Unter- und Obersumme

neben Geogebra auch Computeralgebra flir Berechnungen einsetzen

e Beweis zum Hauptsatz konnte kiirzer gefasst sein (eventuell Differenzierung in Kurz-
und Langform) und dadurch unter Umstédnden an Transparenz gewinnen; es ware auch
denkbar, das interaktive Applet zur Darstellung der Flacheninhaltsfunktion A vor dem
Beweis zu verwenden und nicht gleichzeitig

e beim Navigationspunkt ,,Flacheninhaltsfunktion* wird der Begriff Stammfunktion

verwendet, obwohl der erst spater kommt.

6. AuRere Evaluation / Feedback der Schuler/innen

Diesen Lernpfad hat nur eine einzige Schulklasse mit 25 Schiler/innen evaluiert, deshalb sind
die Riickmeldungen nicht so aussagekréftig wie bei anderen Lernpfaden.

Bei der Akzeptanz des Lernpfades féllt auf, dass nur sehr wenige Schuler/innen véllige
Zustimmung zu Fragen nach Verstandnis, Links und der generellen Zustimmung zur Arbeit
mit dem Lernpfad gibt — allerdings sind auch wenig véllig negative Riickmeldungen zu

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Einfihrung in die Integralrechnung, Seite 16
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verzeichnen. Die interaktiven Ubungen werden zu 80 Prozent positiv bewertet — gegeniiber
60 % allgemeiner Zustimmung tber alle Lernpfade:

12a_Interaktive_Ubung
50—
trifft vollig
Zu 1
07 trifft eher
Zu 2
= 30+ trifft zum
g Teil zu 3
& trifft eher
20 nicht zu 4
trifft gar
1o nicht zu S
0 T T T
2 3 4
12a_Interaktive_Ubung
Der Lernpfad wurde in verstarktem Male zu Hause bearbeitet:
13_Zuhause
40—
30
sehr oft 1
= oft 2
S manchmal 3
O 204 .
a Nie 4
10—
0 T T T T
1 2 3 4
13 Zuhause

Der Lernpfad wurde auch in starkem Ausmaf (60 % der Schiiler/innen) zur Ubung fiir
Schularbeiten verwendet. Die Zustimmung, wieder mit Lernpfaden arbeiten zu wollen, ist
allerdings gering.
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Der Lernpfad wurde von den Schuler/innen als fordernd fur das Experimentieren und die
Madglichkeit, eigene Gedanken auszuprobieren, empfunden. Auch die Neugier und Lust am
mathematischen Tun wird eher positiv beantwortet.

Das Verlangen nach personlicher Betreuung geht aus den Rickmeldungen der Schiler/innen
deutlich hervor. Ein zu hohes MaR an ,,Alleingelassen werden* wird von den Schiiler/innen
sehr negativ bewertet.

Einzelne Zitate aus den offenen Fragen:
e . man konnte selbst viel experimentieren und probieren und hat so selbst zu einer
I6sung gefunden*

e _ Ich mochte Sachen von einem Lehrer erklart bekommen und nicht selber lernen
missen**

7. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Dieser Lernpfad entstand auf Grundlage von Unterrichtserfahrungen von Gabriele Jauck und
Andreas Lindner sowie einer Unterrichtseinheit bei Lehrer-Online von Markus Hohenwarter.
Der Zugang uber Unter- und Obersummen zum bestimmten Integral ist mit traditionellen
Methoden sehr zeitaufwandig. Mit Hilfe neuer Technologien wie GeoGebra oder Derive
lassen sich diese einerseits dynamisch visualisieren und andererseits auch symbolisch tber
unendliche Reihen berechnen. Um auch auf die Schwierigkeit der handischen Berechnung
von Unter- und Obersummen einzugehen, haben wir auch dazu entsprechende Beispiele
angefuhrt. Im gesamten Lernpfad stehen computerunterstutzte und traditionelle Ansétze
nebeneinander, sodass die Lehrperson aus diesen Zugangen wahlen kann.

Ein interessanter Diskussionspunkt war der Schritt vom bestimmten zum unbestimmten
Integral. Um die Einfihrung der Stammfunktion zu motivieren, haben wir uns auf die
experimentelle Einfuhrung der Flacheninhaltsfunktion geeinigt.

Als Grobstruktur fir unseren Lernpfad ergab sich damit:
Problemstellungen als Einstieg (Grundstiick, Wasserverbrauch)
Unter- und Obersumme

Bestimmtes Integral

Flacheninhaltsfunktion

Stammfunktion

Hauptsatz und Beweis

Ubungen

In der Pilottest-Phase waren nur wenig Anderungen erforderlich.

Bei der Erarbeitung der Lernspirale als didaktisches Drehbuch war Evelyn Stepancik sehr
behilflich, die in diesem Bereich grofl3e Erfahrung hat.
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Lernpfad: Kryptographie - RSA

11./12. Schulstufe
(Wahlpflichtfachunterricht, Projektunterricht)

Autoren/innen: Franz Embacher, Petra Oberhuemer, Walter
Wegscheider

1. Motivation — Warum wurde das Thema gewéahlt?

Technologien der Verschlusselung sind heute Grundlage der weltweiten Kommunikation.
Wahrend friher hauptsachlich das Militdr Abnehmer und Anwender von kryptographischen
Madglichkeiten war, hat die Chiffre, die verschliisselte Nachricht heute Eingang in das tagliche
Leben der westlichen Industriestaaten gefunden. Ohne Verschlusselung waren Homebanking
und alle jene Liebkinder des Internet-Zeitalters, die mit finanziellen Transaktionen Uber
weltweite Netzwerke arbeiten (eCommerce, Onlineshops — eBay, Amazon, ...) undenkbar.
Aber auch alltagliche Gegenstande wie die Bankomatkarte arbeiten auf der Basis von
Verschliisselungsalgorithmen.

Die faszinierendste Spielart sind wohl die asymmetrischen Verschliisselungen, wie z.B. der
RSA-Algorithmus. Die Mdglichkeit, auch ohne personlichen Kontakt eine sichere
Verschlisselung aufzubauen, basiert dabei auf handfesten mathematischen Grundlagen. Die
Verbindung von mathematischen Grundlagen, die Jahrhunderte lang als geistige ,,Spielerei*
betrachtet wurden und nun in den letzten 10 — 20 Jahren ungeheure wirtschaftliche Bedeutung
erlangt haben, wirft ein eigenes und auch fur Schiiler/innen motivierendes Licht auf
Mathematik.
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2. Didaktischer Kommentar

Der Lernpfad wurde zum selbststandigen Erarbeiten der Inhalte konzipiert. Mit Hilfe von
Visualisierungen (Flash) und einer Spanne von einfachen bis zu realitdtsnahen Beispielen, die
mit Hilfe eines Computeralgebrasystems umgesetzt werden, soll diese - heute aus der
internationalen Kommunikation nicht mehr wegzudenkende - Technik den Schiiler/innen
verstandlicher gemacht werden. Die zugrunde liegende Theorie - Satz von Euler/Fermat,
erweiterter euklidischer Algorithmus wird dabei als Nachschlagemdglichkeit angeboten. Eine
gute Ergénzung sind Programme wie GnuPG und PGP, mit denen die Realisierung im Alltag
gezeigt werden kénnen.

Eine Mdglichkeit, wie man den Lernpfad durcharbeiten kann, wird in Form eines Drehbuchs -
einer kleinen Geschichte mit Arbeitsaufgaben, die das Kapitel systematisch erschlielen -
mitgeliefert.

| Kurzinformation

'Schulstufe 10. - 12. Schulstufe (6. - 8. Klasse AHS / 2. - 5. Klasse BHS)
\Dauer 6 - 8 Unterrichtsstunden

\Unterrichtsfacher Mathematik, Informatik

|Verwendete Medien \Internet, DERIVE, Flashfilme, spezielle Krypto-Software
Technische Voraussetzungen Flash, DERIVE

|Autoren \Franz Embacher, Petra Oberhuemer, Walter Wegscheider
Voraussetzungen

e Technische Voraussetzungen: Einfache Grundkenntnisse von DERIVE, Umgang mit
Internet, Installation und Verwendung einfacher Softwareprodukte

e Fachliche Voraussetzungen: Hilfreich sind grundlegende Kenntnisse der
Restklassenrechnung, euklidischer Algorithmus, Primzahlen, ggT

Verlaufsplan/Prozesshinweise
Einstieg
e Die Schuler/innen kénnen Uber einfache ubersichtliche Artikel die Grundbegriffe der
Kryptographie nachschlagen.
e Die Schuler/innen sollen mit Hilfe von Flash-Filmen mit ganz einfachen Zahlen die
Funktionsweise der asymmetrischen Verschlisselung kennen lernen.
 Die Funktionsweise des Algorithmus wird mit Hilfe von Ubungen (CAS unterstiitzt)
weiter vertieft.
e Seine Einsatzmdglichkeiten (Verschlusselung, Digitale Signatur) kénnen mit
einfachen Beispielen bis hin zum realitatsbezogenen Software-Einsatz erlebt werden.

Neuigkeiten

o Restklassenrechnung
Satz von Euler-Fermat
Erweiterter euklidischer Algorithmus, modulare Inverse
Asymmetrische Verschlisselung, Hybride Verschlisselung
RSA-Algorithmus
Digitale Signatur

Mogliche Erweiterungen
e Message Digest - Hash-Funktionen
e Diskreter Logarithmus, EIGamal / Elliptische Kurven
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Vorteile des Medieneinsatzes — exemplarische
Beschreibung der Materialien

Selbstandiges Erarbeiten mit Hilfe eines interaktiven Programms

Bob méchte Alice eine geheime MNachricht schicken...

Alice Bob
Alice wahlt zwei verschiedene Alice gibt die beiden Zahlen Bobs Machricht ist eine Zahl,
Prirmzahlen: s ound a als ihren die kleiner als & ist:

Alice berechnet:

p= - "ffentlichen Schlissel” e=[ 122 |
g= } bekannt: _
7 Bob verschlisselt sie gemarn

der Formel

n=pa- n-[ 1
v mod 1 45
n=G-DG-D-[ 15 =]

YWaiters wihlt Alice eine Zahl ¢, die
zu i teilerfremd ist:

= _‘_.____..--"‘"“F

Alice ermittelt aus # und ¢ die Zahl

b=a'modm = I:I vy

Das macht sie etwa mit Hilfe des
erweiterten euklidischen Algorithrmus.

Baob dbermittelt y an Alice:

p=[ a5 ]

Hilfe flir das selbststandige Erarbeiten mit Hilfe eines CAS

#11: 3 = 7812

#12: a = NEXT_PRIME{z3)

#13: a ;= 7817
#14: GCD(m, a)

#15: 1

Darnit ist mit den beiden Zahlen nund a der éffentliche Schlissel fertiggestellt.

Die Yerschlisselung kann darnit dber die Formel

¥ = X" mod n

aerfolgen.

Wir verschliisseln den Text "KRYPTOGRAFIE" - dazu wandeln wir die Buchstaben in Zahlen urn und verwenden dafiir

den international dblichen ASCI-Code. Wir fassen jeweils B Buchstaben zu einer Gruppe zusamrmen und erhalten
12-stellige Zahlen.

K R Y P T o]
75 g2 g9 g0 g4 74
G R A F 1 E
7 g2 65 70 73 B9

Wir verwenden den DERIVE-Befehl: POWER_MOD {x,a,n) - Resultat von x® mod n.

#17: yl := POMER_MOD({ 758289808479, a, n)
#18: ¥l 1= 2704467371265
#19:  y2 := POMER_MOD( 718265707369, a, n)

#20: ¥2 1= d03187965321648
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Einbeziehung freier Softwareprodukte

am Beispiel ,,Cryptool*

_E'_EErypTunl 1.3.05 - IDEA-¥Yerschliisselung von <startheispiel-de =, Schllissel <00 00 00 00 00 € — |EI|1|
Datei Eearbeiten  Ansicht  Wer-JEntschiisseln  Digitale Signaturen  Schlisselvetwaltung  Einzelverfahten  Analyse  Optionen  Fenster  Hilfe

Do |F|S| & |5|@ & 28|
=10] x|

CrypTool

Dies ist eine Textdatei, mit der Sie Ihre ersten Schritte mit CrypTool machen kiinnen.

1] Sie kinnen diese Datei z.B. iiber das Menii "Yer/Entschliisseln \ Klassisch" mit dem Caesar-Yerfahren
verschliisseln.

i 1DEA-verschliisselung von <startheispiel-de, Schiiissel <0000 000000 - |EI|_|
2] Den besten U fFDC Do C4 - oo oo oon CTNTR)
zu CrypTool. You lggggg gg- ig gi gg Eg g]-:?) gg 2E]IDEA Yerschlisselung won <startb3|sp|el de>, Schilssel <00 0000 00 00 DD ad

Die Startseite er| 0001E B7 3B 4D 05 CO D3 3D C4 BC 42 D1 9B 44 4D ED - M. AO-E%ER . DM
Begriff "Startseit| 0002D 74 5C BC B E1 79 43 05 EC 85 38 78 74 D8 90 2% fayC.i 8xt..

0003C 56 77 7F B2 SF 16 B9 6B 53 DD 6F F4 85 DF S&  Vw.?. . 'kS¥od. BZ
0004B 7C 24 DC FB 32 1A 30 35 92 1E 9E BB 9B 63 A0 |[=ffu2. . ... w.C
3) Insbesondere | 0oOSi 6E F2 93 23 94 A7 DS 12 FF F2 DC 30 E9 C1 A8  na . #. 50 yai0eh”
Szenarien kinne| 00069 08 40 20 57 A1 84 5% 6C 9E 41 64 A0 9C D6 6C  .@ Wi .Xl.ad .01
00073 31 46 ED 8& 2C 98 01 78 41 7E 27 9C E6 FC 6D  1Fa.,. =A™’ siin

ooog?  6C 01 9C 50 AB 99 9D 04 99 FD 2D C3 96 57 39 1. P .. . 9-A. W9
00096 FB A9 44 91 8D 7C YE 85 6D E1 44 63 68 EE 88 u@l'-( |~ maJc:hn
00045 34 8E 28 AE 6D OC 6B 79 70 DD 63 BB CF 61 E7 (®m kyp?c»lan;
0O00E4 65 CE B2 B2 TC A1l A1 BO D8 B® Ge 83 79 2D B3 eﬁ“lll R ]

000C3 ES 4C 56 61 D8 7F E7 5B SE 56 5C B4 B6 62 64 ALVad. q% V\jﬁbd
ooopz 41 00 5C ER Te 0A S8F DB 68 08 72 2E D9 F4 FO A ~av. Ch.r
000E1 65 34 6C DD 56 BO 67 EB 94 97 58 00 BE 87 2F =417V g»..K._./
QO0F0 7B 14 eC 92 78 27 EE EC 9C &D &% BC DC AC 0D {.1. = i mikll-.
000OFF 43 03 99 59 69 ES 99 0D 64 82 88 10 eE 20 6C C..¥Yie. . j.. . n 1
0010E 31 88 A7 42 37 79 EC 91 1D AB &D DO 93 &8 97 1.5B7%1i. .«nb . h.
00110 D2 63 23 31 84 78 58 51 72 FD 9D 87 F3 62 9D Oc#l =EQry.  Sb.
0012C 7E E1 8E CA 68 AZ 51 6E 24 42 19 Al 30 76 85 ~& EheQnsE. iOw.
0013BE 86 46 8C EL 41 AB EF 84 E9 F2 50 F3 10 A% 19 JF L Ak:1 &0FP4 . % _:J

& AR TEL S+

Driicken Sie F1, um die Hilfe aufzurufen W} 4

.‘V \4 \4

: |.J
= =
e - .. J

startbeizpie-de
onooo 43 72 79 70 54 6F 6F 6C 0D 0A 0D Oi 44 69 65 73 20 69 73 74 CrypTool. .. .Dies ist j

0o00l4 20 65 69 6E 65 20 54 65 78 74 64 61 74 65 69 2C 20 6D 69 74 eine Textdatei. mit
00028 20 B4 65 72 20 53 69 65 20 49 68 72 65 20 65 72 73 74 65 GE der Sie Ihre ersten
0003C 20 53 63 68 72 69 74 74 65 20 6D 69 74 20 43 Y2 79 Y0 54 6F Schritte mit CrypTo
00050 6F &6C 20 6D 61 63 68 65 6E 20 6B F6 6E B6E 65 6E 2E 0D 04 0D ol machen konnen. ...
00064 0A 31 29 20 53 69 65 20 6B F& cE 6E 65 B6E 20 &4 69 65 73 65 .1} Sie konnen diese
00078 20 44 61 74 65 69 20 7A 2E 42 2E 20 FC 62 65 72 20 64 61 73 Datei z.BE. iiber das
000BC 20 4D 65 6E FC 20 22 56 65 72 2D 2F 45 BE 74 73 63 68 6C FC Menii "Ver—~Entschlii
00040 73 73 65 6C 6E 20 5C 20 4B 6C 61 73 73 69 73 63 68 22 20 6D s=zeln ~ Klassisch" m
000B4 69 74 20 64 65 6D 20 43 61 65 73 61 72 2D 56 65 72 66 61 68 it dem Cassar—Verfah v|
3

Kl
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3. Drehbuch / Drehbicher — Methodisch-didaktische
Anleitungen

3.1. Unterrichtsorganisation — Arbeitsanweisungen fur
Schiler/innen

Der Lernpfad ist eine E-Learning-Sequenz, die in erster Linie dem eigenstandigen Erarbeiten
unabh&ngig von einer bestimmten Unterrichtsorganisation dienen soll. Die Sequenz kann auch
in der Erwachsenenbildung bzw. in weiterfihrenden Bildungsanstalten (Universitaten,
Fachhochschulen) eingesetzt werden.

Die Anweisungen fur die Schuler/innen sind verpackt in ein ,,Drehbuch®, in dem tber den
Ablauf einer einfachen Geschichte versucht wird, den Anwender des Lernpfads gesteuert
durch die Materialangebote durchzufiihren. Diese stehen aber auch getrennt und einzeln
zugreifbar zur Verfligung. Die Arbeitsanweisungen sind dabei getrennt in eine verpflichtende
Teile — sozusagen einer ,,Minimalversion* — und optionale Teile, mit denen Randbereiche und
Ergénzungsbereiche abgedeckt werden kdnnen.
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Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Geschichte

Einstieg - Teil 1
Bob erhélt einen seltsamen Anhang!

————— BEGIN PGP PUBLIC KEY BLOCK-----
Version: GnuPG v1.4.2 (MingW32)
Comment : Generated by WinPT 0.10.0

MQELBENkuu8BCADBKkV6icsmAQv/fn/7f0ZIxNsyRtVTLeDuZay3paz5qT7krwLU2
hCZ53CpltQotgNo2EATWBWERZVhEmMOUEVPILtZYOmMOrO0tKYLX0ro225g9G83N0O+q
OYFUNGEgWXI3rGuCm8CbC4MIf06i1/2GIWCWACU3LOEjb7twI5BeT+UCgbf5IIh2
3nVROKONRey5ysJh5gADyyQFE7KGn5gwe PBOydOV2gAK8pR0S4jsjrljdoMbzRas
9/b3p7PgZoc4vzIxfrYRo4I3g6CcXqTJI74J0Mk4z00/5+HshouLKQKei1ld7LvQs0
/7BPrglSCOPib2mCrykydAgBS8/+B7Gne7nlAAYptDFTYWIpbmUgV2Vnc2NoZWlk
ZXIgPHNhYmluzS53ZWdzY¥2hlaWR1ckBjaGVsbG8uYXQ+1QE2BBMBAgGAgGBQJIDZLrv
AhsPBgsJCAcDAgQVAggDBBYCAWECHgECF4AACgkQJI6hO5CkJdPmFawt +NkyMa+u4
YffyKxa+hUgzj5xQvzUyGHSpjWWz2zACzyDaTq4LzFiGCDJVvSO0AFLuoQMkSiDzTa
Ybv2EnFdFnmZradg8UzszK7xaWqd 7rWzdZZ16F1i4YbIkXZXNQA/VekWsvnKYA2Qy
Nb5Q0VSvLZzGbkvtON+]73tpSl4cpTSiEUlwSynvgxranFwcs2ItzIfGD0ioCyjD
4naggRP/uid1ldnOQIwLsKTXmptLSv1rM0Kbo5I0zzTFJc3Yy8Jz69RyXVvAWY/Gou
T4tXeZy2njDEZUQVd+FveduhwnmZ7u2uhNy6Ge 9hE8MqyzBxyvKl Ix4xZdHg/qOy
RPKYDCVjP1UC/g==

=4fs7

Bob bekommt von Alice eine Nachricht mit einem seltsamen Anhang. In der Mail schreibt
Alice, dass Bob ihr seine Bankdaten schicken soll - aber chiffriert!

Alice sammelt Briefmarken - Bob, mit dem sie auf Grund ihrer gemeinsamen
Sammelleidenschaft seit mehreren Monaten (seit einem zufélligen Treffen in einem
Chatroom) einen regen Briefverkehr hat, konnte ihr einige wertvolle Erganzungen zu ihrer
Sammlung schicken. Sie méchte sie zuriickzahlen. Die Ubermittlung von Bankdaten per Mail
im Klartext halt Alice aber fir zu riskant.

Bob denkt dartiber nach und findet, so unrecht hat Alice gar nicht - aber all die Begriffe: PGP,
chiffriert, Klartext - damit kennt er sich nicht wirklich aus.

Arbeitsauftrage

Aufgaben:

Erkundige Dich im Uberblick und kleinen Kryptographie-Glossar, was die Begriffe:
Ver-/Entschlisselung, Chiffrierung, Dechiffrierung

Kryptologie

Kryptographie

Klartext / Geheimtext

bedeuten.

Informiere Dich Uber die Person von Phil Zimmermann und sein bekanntes Programm PGP.
Versuche im Internet (z.B. engl. Wikipedia) etwas Uber die abenteuerliche Geschichte der
Entstehung und Verbreitung dieses Programms in Erfahrung zu bringen.

Dokumentiere die Geschichte von PGP mit einer kurzen Prasentation - achte darauf, dass
dabei auch die oberhalb aufgezahlten Begriffe klar dargestellt werden.
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Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Einstieg - Teil 2

Bankomatkarte und digitale Signatur - ein Angebot der Bank

Bob erkundigt sich bei seiner Bank, ob sie ihm beim Problem der Verschliisselung seiner
Bankdaten weiterhelfen kann. Im Zuge des Gespréachs erhélt er von der Bank ein Angebot, die
Funktionen seiner Bankomatkarte zu erweitern. Im Schreiben ist die Rede von Digitaler
Signatur und starker Verschlisselung mit RSA-Verfahren. Mit Hilfe der Karte soll man
bequemer ohne die beim Online-Banking tblichen PIN- und TAN-Codes die Bankgeschéfte
erledigen kdnnen und noch dazu mit héherer Sicherheit.

Das Bankschreiben erklart auch noch die Vorteile. Wéhrend es sich beim PIN/TAN-
Verfahren um eine symmetrische Verschlisselung handelt, ist das RSA-Verfahren
asymmetrisch - Empfanger/in und Sender/in missen sich in diesem Fall nicht persénlich
vorher treffen, um die fr eine Chiffrierung notwendigen Schliissel auszutauschen.

Arbeitsauftrage

Aufgaben:

Lies dir den Uberblick zur symmetrischen Verschliisselung durch. Wo liegen die
Starken und Schwachen von symmetrischer Verschliisselung im Zeitalter weltweiter
elektronischer Kommunikation? Dokumentiere Deine Uberlegungen.

Informiere Dich Uber die Begriffe PIN- und TAN-Code?

Optional: Monoalphabetische Verschliisselung - was versteht man unter einer César-
Chiffre? - versuche, die beiden Ubungen im Textabschnitt zu I6sen. Dokumentiere
die Arbeit in Deinem Heft.

Optional: Polyalphabetische Verschlusselung - Verschliissle mit Hilfe des Vigenere-
Quadrats ein Wort mit mindestens 10 Zeichen Lange und wahle als Schlisselwort den
Nachnamen Deines Nachbarn. Kontrolle: Gib das Ergebnis Deiner Chiffrierung an
den besagten Nachbarn weiter. Dieser soll Dein Phantasiewort entschliisseln.
Erarbeite die folgenden Fragestellungen mit Hilfe des Kapitels Giber Asymmetrische
Verschliisselung und dokumentiere:

Erklére das Problem der Schlisselverteilung!

Arbeite mit dem Klartext: KRYPTOFIX mit Deinem Nachbarn die Ubung zur Idee der
Vorhangeschlosser, die Diffie und Hellman zur asymmetrischen Verschlisselung
gebracht hat, durch.

Arbeite die Ubungen zur eleganten Losung des Problems der Schliisseliibergabe
durch.

Was sind die Grundprinzipien einer Public Key / Private Key-Verschlusselung?

AnschlieBend wird der theoretische Hintergrund beleuchtet.

Ganzzahldivision

Rechnen mit Restklassen

Primzahlen

Faktorisierung

Satz von Euler/Fermat

Erweiterter Euklidischer Algorithmus
Sicherheit der verwendeten Algorithmen
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und das RSA-Verfahren mit Hilfe von einem Java-Applet vorgestellt. Parallel dazu erhélt der
Schler / die Schilerin eine Einflihrung, wie man sich dem Problem mit Hilfe eines
Computeralgebrasystems (am Beispiel DERIVE) nahern kann.

3.2. Anleitungen fir Lehrer/innen

Es handelt sich um eine freistehende E-Learning-Sequenz ohne zusatzlich ausgewiesene
Anleitungen und Materialien fur Lehrer/innen. Alle Hinweise, Materialien, Links etc. stehen
sowohl den Schiler/innen als auch den Lehrer/innen zur Verfugung.

3.3. Weitere Materialien
Java-Applets zu RSA-Algorithmus und Digitaler Signatur.

4. Ergebnisse der internen Evaluation

Eine Rahmengeschichte (Drehbuch) begleitet den Schiiler / die Schiilerin durch den gesamten
Lernpfad. Diese versucht, durch fiir den Schiler / die Schiilerin nachvollziehbare
Problemstellungen die Einfiihrung neuer Begriffe und mathematischer Inhalte zu motivieren.
Der Lernpfad beinhaltet und verlinkt auf viele Zusatzmaterialien (Skripten und freie
Software) und Verzweigungen zu verwandten Themen — allerdings birgt das auch die Gefahr,
dass sich die Schiler/innen in der Flle ,,verlieren“. Die technologischen Hilfestellungen
werden genau dort angeboten, wo sie erstmals ben6tigt werden. Ein Problem ist der bendtigte
Zeitaufwand, der schnell die vorgeschlagenen 6 — 8 Einheiten Ubersteigt.

Es gibt durch die Fulle viele Moglichkeiten zur inneren Differenzierung und damit
WahImdglichkeiten. Partner- und Gruppenarbeit bietet sich an manchen Stellen des
Lernpfades (vor allem in Ubungsphasen) an, wurde bisher aber noch nicht beriicksichtigt.

Bei der Berechnung des umgekehrten euklidischen Algorithmus zur Berechnung der
modularen Inversen konnte eventuell als Alternative (bessere automatisierbare
Algorithmisierung — Programmierung) noch ein kiirzerer Rechengang vorgestellt werden.
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5. AuRere Evaluation / Feedback der Schiuler/innen

23 Schiler/innen gaben Rickmeldungen zu diesem Lernpfad.

Alle (100%!) geben an Mathematik zu mogen. Die Sprache wird von allen als versténdlich
eingestuft. Fast 40% wahlten bei der Frage, ob die interaktiven Ubungen beim Verstandnis
geholfen haben, die Option 1 (trifft vollig zu), neben 35% bei Option 2 (trifft zu). Dasselbe
Ergebnis zeigt sich auch bei der Frage, ob alle wichtigen mathematischen Inhalte des
Lernpfads verstanden wurden (85%), ob Sinn und Bedeutung der neu erlernten Begriffe klar
geworden sind (90%), ob Zusammenhange zu anderen Teilgebieten der Mathematik
erkennbar wurden (80%). Trotzdem geben weniger als die H&lfte der Schiiler an, wieder mit
einem Lernpfad arbeiten zu wollen — im Gesamtdurchschnitt waren dies etwa 70%.

Ich habe alle wichtigen mathematischen Inhalte des
Lernpfads verstanden:
16_Lernpfad_verstanden
50| trifft VO“lg
Zu
ol trifft eher
Zu
trifft eher
2 7 nicht zu
S trifft gar
o .
s nicht zu
10—
0 T T T
1 2 3
16_Lernpfad_verstanden

Lernpfade und lernpfadspezifische Evaluation — Kryptographie RSA, Seite 9




Medienvielfalt im Mathematikunterricht 2004 — 2006, Rechenschaftsbericht

Der Sinn und die Bedeutung der neu erlernten Begriffe
sind mir durch den Lernpfad klar geworden:
24_Sinn
60—
trifft vollig
50— ZU
trifft eher
7 Zu
5 trifft eher
£ ¥ nicht zu
trifft gar
7 nicht zu
10—+
0 T T T | | T
1 2 3 4
24_Sinn

85% haben diesen Lernpfad mit Neugier, Engagement sowie Lust am Denken und
mathematischen Tun absolviert, was fur diese Schulstufe weit Uiber dem Gesamtdurchschnitt
liegt.

Ich habe diesen Lernpfad mit Neugier, Engagement sowie
Lust am Denken und mathematischen Tun absolviert:
23_Neugier
60—
trifft vollig
50 ZU
trifft eher
40 Zu
= trifft eher
S 20 nicht zu
o N
trifft gar
20 nicht zu
10—
o T T T
1 2 3
23_Neugier

Bei einer eventuellen Interpretation der Ergebnisse muss sowohl die geringe Grof3e der
Stichprobe, als auch der Kreis der Schiiler/innen (Wahlpflichtfach Mathematik) in Betracht
gezogen werden.
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Auszige aus den positiven Riickmeldungen:

.....dass man genau gesehen hat, was passiert, wenn ICH etwas verandere ...**

,-Der schrittweise Aufbau, welcher gekoppelt mit den Animationen den Lernfortschritt
gesichert hat.

6. Uberblick tiber den Erstellungsprozess

Der Lernpfad wurde im Rahmen des Projekts ,,Medienvielfalt im Mathematikunterricht*
erstellt und getestet. Zuerst wurde das Grundkonzept einvernehmlich festgelegt. AnschlieRend
wurden die Java-Applets von Franz Embacher erstellt. Im Herbst 2005 wurde der theoretische
Teil des Lernpfads fertig gestellt — Umgebungsinformationen, Hintergrundwissen und CAS-
Umsetzung. Nach einer ersten Evaluationsphase wurde das Drehbuch erstellt und zusatzliche
passende Softwareangebote aus dem Open-Source-Bereich hinzufiigt.
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