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Der allererste Einstieg in den Gebrauch eines TI-89

Diese Unterlage ist fur Kollegen und Kolleginnen gedacht, die noch wenig Erfahrung im
Gebrauch eines TI-89 haben.

In diesem Papier wird mit der englischen Oberflache gearbeitet, da die deutsche nach Erfah-
rung des Verfassers eher anfallig flr Fehler ist und weil es nicht schadet, dass sich die Schi-
ler langsam das englische Fachvokabular aneignen. Fir spatere Internetrecherchen auch im
Fach Mathematik ist das sehr nutzlich.

Nach Einschalten des Gerates Uiber wird i.a. ] |

der Desktop angezeigt, auf dem alle verfiigbaren E ﬂ 0430
Applikationen aufscheinen. bataHatri.. Graeh
Hier erkannt man z.B. das Finanzmathematik- flx=0 aftam
werkzeug ,Finance®, den Grafikschirm ,Graph®, Mmﬂ““‘“ R’:i’:;:“ :::‘:"“’“ ¥

den Hauptbildschirm ,Home*®, ein Werkzeug zum
numerischen Lésen von Gleichungen, usw.
(Manchmal ist der Desktop abgeschaltet und man

Mit den Pfeiltasten (CursorPad) navi-

giert man zum Symbol ,Home* und
findet sich sofort im Hauptbildschirm — im ,Home- betétigt die [ENTER)-Taste.
screen®).

Nun befindet man sich im ,Homescreen®. [rhaelind o fare oEbeae o ainerdan e

Im Idealfall sollte sich dieser so prasentieren, wie
rechts abgebildet.

MAIN ERD AUTO FUMC [T
Was tun, wenn dem nicht so ist. Er kbnnte ja auch
so aussehen, wie der Screenshot darunter zeigt. W
Tools|ATdcbra|Calc|inder |FrIEA|Losch
Aufgabe: Welche Unterschiede fallen auf?
L
ALGEERA GRDEXAKT FAR [T
(1) die Sprache
(2) links unten FINANCE anstelle von MAIN S—TT o
Fade 1fFade 2-
(3) Mitte unten: GRD EXAKT o i
[lsP_iIuPD?t . FIliB*
(4) rechts unten: PAR anstelle von FUNC L Techar Farmanb e RELTANGULAR &

Prekty PEinE............ OH*
Enter=SAVE ESC=CAMCEL
USE + AWD + TO OFEM CHOICES

Die Schaltzentrale fir die Basiseinstellungen wird
Uber angesprochen.

I HMopuE
Fi F: [ F=

Saike 1|Fgite 2|Feite 3

+ Einhsvskers

Sanalied £

ZFFachs
AFFS-AFb&itsFlachs

Uber [F3) gelangt man zur Seite 3 der Einstellun-
gen, und dort kann man — falls ndtig — von der
deutschen zur englischen Oberflache wechseln.

Entzr=5ICH EZC=REER

HLGEERA GRDEXAKT FAR [RET]
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Mit den Pfeiltasten navigiert man wieder zur ent- a SN i
sprechenden Zeile, 6ffnet mit (O die Optionen und . 5'3 s
wahlt die gewlinschte Sprache. Auf dieser Seite Landuade, Endlish 3 _

kann man auch den Desktop ein- und ausschalten. =

TYFE UF USE €374 + [ENTER] OF [E5C)

Schalten Sie dann mit [F] auf die erste Seite und A— ‘ —
. . . N Fadg 1|Fads 2|Fade =
treffen Sie die Einstellungen wie daneben ange- T Funcrons
i Fal mdin
zeigt. L p——— EE‘@E&
ComeTex F-:-rmutn:l.‘.’.. EEAL *
- Meckor Formak... RECTAMGLLAFR +
Frikks Frint............ OH*

Enter=5AVE ESC=CAMCEL

UZE £ AMD # TO OFEM CHOICEZ

Mit Graph wird der Grafikmodus fixiert (u.a. auch
Parameterdarstellung maéglich),

- __inte |

P:ﬂi?:ﬁziﬁﬁ&
mit Display Digits wird die Ausgabegenauig- T BRI
keit fir Dezimalzahlen festgelegt (hier 2 Dezimal-

stellen),

Angle stellt mit RADIAN das Bogenmalf}, mit
DEGREE das Gradmal? fiir Winkel ein.

Current Folder ist das aktuelle Verzeichnis,

FULL *

Enter=5AVE
UZE £ AMD # TO OFEM CHOICEZ

ESC=CAMCEL

Auf der zweiten Seite achten Sie noch auf die
AUTOmatic-Einstellung.

::g;&g'cnpg A=...
Lzdhrnn

=Eut
ICop
=PaEEe

Vergessen Sie nicht, abschlieBend ber die
Einstellungen zu speichern.

Es konnte sein, dass von einem Vorbenutzer noch
etwas im Homescreen zu sehen ist.

DEG EHACT FAR [RET]

Der Schirm wird einfach geléscht tber die Tasten-
folge (8].

In allen Bedarfsfallen wird auf notwendige Ande-
rungen dieser Grundeinstellungen hingewiesen.

In den Spezialeinheiten sind nur Screenshots vom Voyage 200 zu sehen. Die Durchfiihrung
der Unterrichtseinheiten erfolgt vollkommen identisch. Beim TI-89 ist die Tastaturbelegung
etwas umstandlicher wegen der dreifach Belegung der Tasten.

Die Unterrichtssequenzen Jedem sein Logo, Die trigonometrischen Funktionen erforschen,
Matrizenrechnung und Logistisches Wachstum sind zwar sehr detailliert beschrieben, aber
vorherige eine Teilnahme an einem T>-Einfiihrungskurs ist sehr empfehlenswert.

Falls das nicht méglich ist, sollten Sie sich mit Hilfe des Handbuchs ein wenig mit dem not-
wendigsten Handling des TI-89 vertraut machen.
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Der allererste Einstieg in den Gebrauch eines Voyage 200

Diese Unterlage ist fur Kollegen und Kolleginnen gedacht, die noch wenig Erfahrung im Ge-
brauch eines Voyage 200 haben.

In diesem Papier wird mit der englischen Oberflache gearbeitet, da die deutsche nach Erfah-
rung des Verfassers eher anfallig flr Fehler ist und weil es nicht schadet, dass sich die Schi-
ler langsam das englische Fachvokabular aneignen. Fir spatere Internetrecherchen auch im
Fach Mathematik ist das sehr nutzlich.

Nach Einschalten des Geréates liber wird i.a. mena_| e os‘z'ﬁﬁf“;;
der Desktop angezeigt, auf dem alle verfigbaren @ - fi=0
Applikationen aufscheinen. o rx_ G;m b e
Hier erkannt man z.B. das Finanzmathematik- :‘E;g A — —
werkzeug ,Finance®, den Grafikschirm ,Graph®, wite | 9 e

den Hauptbildschirm ,Home“, ein Werkzeug zum ﬁ',;?:g ize | TR el Temiaer TheSwmt ¥

numerischen Lésen von Gleichungen, usw.
(Manchmal ist der Desktop abgeschaltet und man  Mit den Pfeiltasten (CursorPad) navi-
findet sich sofort im Hauptbildschirm —im ,Home-  giert man zum Symbol ,Home" und

screen®). betatigt die [ENTER]-Taste.
Nun befindet man sich im ,Homescreen®. A1 ibraloete ot her Pram10[C 1 Up

Im Idealfall sollte sich dieser so prasentieren, wie
rechts abgebildet.

, , ; . I
Was tun, wenn dem nicht so ist. Er konnte ja auch AR T FIRE 5750
so aussehen, wie der Screenshot darunter zeigt.

061 ek a|C ate Ardere [ProEalL 2ech| ]

Aufgabe: Welche Unterschiede fallen auf?

(1) die Sprache
(2) links unten FINANCE anstelle von MAIN

FINHKWCE GED EXAKT FHE 030

1 . = T e T
(3) Mitte unten: GRD EXAKT F _ _ BT ]
Fage ﬂ%age éﬁage ﬂ
(4) rechts unten: PAR anstelle von FUNC Ewﬁgﬁg'ﬁajaé;“': >
Dlsglag Digits.... Flx 22
............. OEGREE +
Exponentlal Format NDRMHL+
Coar Format....
UEGEDP Format eeea. REETHHBULHR+
. . . . . . - Pretty Print...... OH =+
Die Schaltzentrale fiir die Basiseinstellungen wird ErTer=TAE ESESERNCED
Uber [MODE angesprochen. \[ZE € AND % T0 OFEN CAOICES

Uber gelangt man zur Seite 3 der Einstellun-
gen, und dort kann man — falls nétig — von der it = - )
deutschen zur englischen Oberflache wechseln. [pae iFade 2fpste 5]

- Unlt Sgstem ....... 513 et e s
Lihauage . ooli000 Erglishe
Arps Deskitop...... oM+
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Mit den Pfeiltasten navigiert man wieder zur ent-
sprechenden Zeile, 6ffnet mit (O die Optionen und
wahlt die gewunschte Sprache. Auf dieser Seite

kann man auch den Desktop ein- und ausschalten.

Schalten Sie dann mit auf die erste Seite und
treffen Sie die Einstellungen wie daneben ange-
zeigt.

Mit Graph wird der Grafikmodus fixiert (u.a. auch
Parameterdarstellung moglich),

Current Folder ist das aktuelle Verzeichnis,

mit Display Digits wird die Ausgabegenauig-
keit fir Dezimalzahlen festgelegt (hier 2 Dezimal-
stellen),

Angle stellt mit RADIAN das Bogenmalf3, mit
DEGREE das Gradmal fuir Winkel ein.

Auf der zweiten Seite achten Sie noch auf die
AUTOmatic-Einstellung.

Vergessen Sie nicht, abschlieend ber die
Einstellungen zu speichern.

Es konnte sein, dass von einem Vorbenutzer noch
etwas im Homescreen zu sehen ist.

Der Schirm wird einfach geldscht tiber die Tasten-

folge (8).

In allen Bedarfsfallen wird auf notwendige Ande-
rungen dieser Grundeinstellungen hingewiesen.

Voyage 200 — Einstieg

F HODE - )
1 Fz B
#age ﬂbage é&age ﬂ
- Un;t Sg;tem ....... Sl
Lan‘ua DR
prs Desktop

rl rr
MIODE ™

FL Tz (B
hage ﬂbage f&age ﬂ
GrapkH.seessnnnnnns FUHCTION*
Current Folder.... mainz
Dlsglag Digits.... FIX 2+

FADIAH+
Expnnent1a1 Fnrmat HORMAL +

omplex Format.. ... AL +
Uector Format..... EECTAHGULAR: +
+ Pretty Print...... aH =

,_“Enter=SHUE ESC=CAMCEL » )

UZE £ AMD # TO OFEMW CHOICES

MIDE - - )
FL FE F=
#age ﬂbage éﬁage ﬂ
+ Split Screefas.aas FULL +
Zrlit 10

Hume+

gk

|, LEnter=5ALE ESC=CANCEL » )

FIMAMCE DEG ERACT FAE 0430

E’ TT "rs]’rsv]’]
ngebraCachtherPrngDElean Up

éégaue Copd As.. *S

dacut” il

5=CDPE +C

&iPaste )

Tilelete +

tForma *

H:= About....

BiClock..

gutd. 6>
MATH FAD ALTO FUNEC_ 0750

Die Unterrichtssequenzen Jedem sein Logo, Die trigonometrischen Funktionen erforschen,
Matrizenrechnung und Logistisches Wachstum sind zwar sehr detailliert beschrieben, aber
eine vorherige eine Teilnahme an einem T>-Einfilhrungskurs ist sehr empfehlenswert.

Falls das nicht mdglich ist, sollten Sie sich mit Hilfe des Handbuchs ein wenig mit dem not-
wendigsten Handling des Voyage 200 vertraut machen.
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Diese Unterrichtseinheit kann als Einfiihrung oder aber besser als weiterfilhrende Wiederholung fiir das Arbeiten
im rechtwinkligen Koordinatensystem eingesetzt werden.

»Jedem sein Logo* oder ,,Die Verwandlung*

Ein Punkt wird in der Zeichenebene durch ein Zahlenpaar festgelegt. Ein derartiges Zahlenpaar nennt

mMan di€ ......coceeevvveeeieeieeeeeeeene des Punktes.

Um einen Punkt festzulegen, braucht man zwei Bezugsgerade, die .........ccccoceveveriencnicncnnne Eine
Achse heiflt die ......cccvvvvvviiviiiiiiiiin, , sie verlauft ............cooeue 0der oo, , die andere
Achse nennt man di€ ..........coeevvvveeeiiviinenennnnn. , diese verlauft ....................... Oder wovvvvveiiiieiiieeeen,

Fiir diese Achsen gibt es eine weitere gebrauchliche Bezeichnung:

Die x-Achse nennt man auch Abszissenachse;

die y-Achse wird auch als Ordinatenachse bezeichnet.

Die beiden Achsen schneiden einander im .............c.c............ oder ....coovveeeneeeeeinen,
Dieser Punkt O hat die Koordinaten .............

Die Achsen teilen die Ebene in vier Teile, diese Teile heilen ........cccouvvvveevvvvennnnn... und sie werden im
mathematisch positiven Sinn - das ist gegen den Uhrzeigersinn bezeichnet.

1. Bezeichne die 4 Quadranten mit I, IT, III und IV.
2. Trage die Punkte A(3,2), B(-2,3), C(-3,-1) und D(4,-2) ins Koordinatensystem ein und stelle fest,
in welchen Quadranten sich die Punkte befinden.

-2

-3

3. Beschreibe x- und y-Koordinate eines beliebigen Punktes mit eigenen Worten:

x-Koordinate:
y-Koordinate:

Nun soll ein Punkt im [GRAPH]-Fenster des TI-89/Voyage 200 dargestellt werden. Wir wollen die
analytische und graphische Darstellung der Punkte parallel betrachten, daher wird der Schirm geteilt.
Offne und stelle die zweite Seite [Page 2] so ein:

5
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1 o 1 AFFLICATIONS FE&' F? 1 Fz. F3 F4 F& FE&' F?
2 _ __rme S 1cutT1 [stat [ 7 o 10t Setup|eel 1 Hebuer |51 o [UbT1 [Stat
DATH 2il= Editor ! MEK Y
Page | | Page 2 H SiWindow Editor
« Split Screen...... 41 Graph Tupe: Datas
selif 1 he 20 k Sifable Folder: mains
Hurber o 22 R oaran o ¥ E‘ar1ab1e=|:€k?or*c
SRIiE Gtreon RAis 1395 Ee R T . I b :
ExactAPPFrox. s s sas EXACT + 24
Languagt. e ee ssenns Eralish+ 25 (Enter=0K » ¢ESC=CAMCEL}
Ent.er=SAUE ESC=CAHCEL I F
r = r20ci=3_ 1034482758621
UZE « WD # TO OFEM CHOICES FAaIN FAD ERACT FUNC | G FAD ERACT FUHC

Wir 6ffnen mit die Applikationen und wéihlen den Data/Matrix Editor aus, um eine
neue ,,Datentabelle®, die wir koord nennen wollen, zu erzeugen.

Mit 8:Format stellen wir die Spaltenbreite so ein, dass man zwei Spalten - fiir die beiden Koor-

dinaten - erkennen kann:

F17™) Fe F3 F4 F& FE&' F?

Ml | 1S etuplel 1 Header
1:0pen. ..

2iSave Copy As...
fHew. ..

1 FZ B & T B T FE 'l' P
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat.
| L

FORMATS

7] Cell Width

Aut.o-calcul ate

1 FZ B & B FE& 7
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc Utivl Stat.
Enter=SAUE » (ESG

DATA

1

2

k1

4

b=

=] [~

rici= rici= rici=

HAIN RAD ERACT FUNT I FAIN RAD ERACT FUNT I FAIN RAD ERACT Fl

Ed [Sial

Wir wollen den Punkt A mit den Koordinaten (2,3) darstellen:

rdintkoard

1 FZ B & B FE™ | _F7 1 F2 F3 & B FEY |_F7
- E Flot Setup|Cell [Header|Calc|ULil[Stat|l|~ E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Jtil|Stat

E

EHD ERACT FUNT

2
K
4
=]
=]

HAIN RAD ERACT FUNT

EHD ERACT FUNC

In der ersten Spalte ¢1 (column 1) wollen wir sinnvoller Weise die x-Koordinate und in Spalte c2
(column 2) die y-Koordinate eintragen. Mit gelangst Du in die Eingabezeile; 3] [ENTER], bewege
das schwarze Feld in die ,,Zelle“ r1c2 - (row 1, col 2), [ENTER], (2], (ENTER]. Damit ist fiir uns der Punkt
festgelegt: Der Rechner ,,weil* aber noch nicht, dass er dieses Zahlenpaar graphisch darstellen soll.
Wir wihlen [F2] um das Zeichnen (Plot) herzurichten und anschlieBend um den Plot genauer zu

definieren.

o = = i T Fev | re Fu FEw | FEv [F7
- — — F';“""“‘::“’ iat, plikerd P;c:t.t.eré - |zt |Tr ace [Rear-aphMath|Dr aw]«
g [Def‘ineTCopgTClear‘T v ] o Souate PRTR L
./ I _| c1 clle2 | (0 ]
1 = i E =z 1]....... .
q siiei. farsked ENH -2 I e e
3 Ilse Freq and Categories? HO3 3
= 5 A
H g L |2 I I e A A
: i [ m— | S e e B SRS S, ,
P2c2= " Enter=SAUE ESC=CHHCEL
MAIN RAD EXACT FUNWC | EEC RAD EXACT FUNWC | EEC FAD EXACT FUNC

Plot Type Scatter erzeugt ein Streudiagramm (getrennte Punkte), mit Mark (= Square) markieren
wir die Punkte durch ein gefiilltes Quadrat (welche Marks gibt es noch?). Die x- und y-Werte finden
wir in den Spalten ¢1 und c2 des aktuellen Datenblatts (koord).

Mit [GE]] wechselt Du zwischen den Anwendungen (applications) und solltest den Punkt (3,2) im

Koordinatensystem deutlich erkennen kénnen.

Moglicherweise siehst Du weder die Koordinatenachsen, noch das Koordinatengitter. Es kann auch
sein, dass die Skalierung nicht gleichméaBig auf beiden Achsen eingestellt ist.

Mit 8:Format kannst Du die Achsen, deren Bezeichnung und den Raster ein- und ausschalten.
4:ZoomDec stellt eine gleichmafige Skalierung her.
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1 Fev | F3 4 FEv [ _FG™ [F7 1 Few | F2 i FEw T F&™ [F7
- E - — SRAFHFORMATE {59 - E Zoom|Trace |Regraph Math|De-2w(-
" L Coordinates.... RECT= e i e = IR IR
9 Graph Order.... GSEQ3 S clles V)
Ll Grideeeeecennns g+ 1= =2 11.... ...
2 Il Axes. .o cneennas O+ 2 L r1....... 1. '¢' .....
3 || Leading Cursor. OFF= 3
4 || Labelz.osoue.as oM+ o 4 v,
3L S = I I I A
3 &
. {Ent.er=5SALE IiESI2=I2FINI2EL}_,,' 7 | | I A e w
[ C wodZ 3 0 T [ ocslld
UZE < AND * 10 OFEN CHOICES MAIN RAD ERACT FUNE

Bewege mit den Pfeiltasten das Fadenkreuz in den Punkt. Beachte, dass dabei die Koordinaten des
Kreuzes (Cursor) angezeigt werden.

Zusatzfrage: Welche Einstellung im ,,Format* ist dafiir verantwortlich, dass ,,Kartesische Koordina-
ten“ verwendet werden? Welche ,,Coordinates® gibt es noch?

4. Wechsle mit [EE] wieder ins m
Datenblatt und libertrage nun Punkt e 1= H S I
fiir Punkt die weiteren Punkte B, C é 3§ %1 I
und D aus der 2. Aufgabe ins Koor- L cu -2 i I I e
dinatensystem. i SRS SRR
A AL T T

5. Losche im Datenblatt mit (F6] 5: CTear Column die Werte in den Spalten ¢1 und c2. Damit
sind beim niachsten Wechsel ins [GRAPH]-Fenster die alten Punkte geldscht.

Zeichne in jeden der vier Quadranten 3 Punkte (Notiere erst die Punkte, dann {ibertrage sie auf

den Rechner):

L.Qu.: I1.Qu.:
[I.Qu.: IV.Qu.:

6. Losche die in 5. gezeichneten Punkte. Zeichne anschlieBend je zwei Punkte auf die positive und
negative x-, bzw y-Achse.

pos. x-Achse: neg. x-Achse:

pos. y-Achse: neg.y-Achse:

Welche Eigenschaft haben die Koordinaten von Punkten auf den Achsen?
Alle Punkte auf der x-AChSE .......coceeviiviiiiriiniinineecetece e
Alle Punkte auf der y-AChSe .......ccceeveiiieiiieeeeeeeeee e

7. Losche alle Punkte. Zeichne den Punkt P(x = 2,5; y = 1,5).
Spiegle P an der y-Achse: Py = .................
Spiegle P an der x-Achse: P, = .................
Spiegle P am Koordinatenursprung: P; = .........cccccce.....

Die vier Punkte bilden €N ......ccvvveeeeiieeoiiieeeeeeeeeeeeee e
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Losche alle gezeichneten Punkte im Datenblatt.

Punkte lassen sich zu Strecken und weiter zu ,,Polygonziigen” verbinden. Wir wollen z.B. diejenige
Strecke zeichnen, die durch die beiden Endpunkte A(-7/2,-1) und B(2 ¥2,33) bestimmt wird:

Editiere im Datenblatt die beiden Punkte. Wechsle mit [F2] und [F1] ins Define-Menii und stelle die
Parameter nun ein, wie unten gezeigt.

3 i 1 2 3 i FE 1 2 3 i FE

I Fiot Tore D ord P;:;ine-) - E ZDch Trace|RelGraph MatTh Oraw|- / - E ZDch Trace|RelGraph MatTh Oraw|- /

Mo Markewsewesnnnnns [0 S || LLL O A N B I R AU | | L A N o I O A F1
] . = (| L S L o A | | L= S L
| I i L e e
R TP AP R P E: FLIMEN By B ,_-"f -----
3 Uze Freq and Categoriesy HO= - 3 -$=Jf

q - 5 B
= - [ e
; Enter=SAUE ESC=CHHCEL sot -3/ 5000 0 [ got *1'.l3'l3Ele
TYFE + [EHTERI=F AND [EZCI=CAMCEL | [EEIE] FAD EXRCT FUNC | [EEIL] FAD EXRCT FUNC

Mit [F3] gelangst Du in den Trace (= Spur- oder Verfolgungs-)-Modus. Nun kannst Du mit den Pfeil-
tasten @) und () die einzelnen Punkte ,,besuchen®.

8.  Zeichne diese Strecke nochmals mit grolen Endpunkten. Stelle im Define-Menii den Plot Type
auf "Square" oder "Box" um.

9. Losche die Strecke und erzeuge ein Viereck, indem du vier Punkte in der entsprechenden Reihen-
folge ins Datenblatt schreibst. Das Viereck soll Punkte in allen vier Quadranten enthalten!

Beim ersten Versuch wird moglicherweise noch kein geschlossenes Viereck entstehen. Ergénze
die Angabe so, dass sich das Viereck schlief3t!

Fiihre anschlieBend das Fadenkreuz zuerst ohne, dann mit dem Trace-Modus in alle Ecken des

Vierecks.

10. Ergénze das Datenblatt so, dass auch die Diagonalen sichtbar werden. Suche mit dem Cursor die
Koordinaten des Diagonalenschnittpunkts. Der Schnittpunkt M liegt in M (.................... ).

11. Zeichne im I.Quadranten den Umriss eines Hauses:

(Stelle im wieder den vollen Grafikschirm her.)

~ £ 25an|Tr-2celretr aph|ath|prau] = (*® nur ein mdgliches Beispiel!!)
L]
Q Uberlege zuerst die optimale Reihenfolge der
Punkte im Polygonzug.
*
R PR FIRE

12. Spiegle dieses Haus zuerst an der x-, dann an der y-Achse und abschlieBend am Koordinatenur-

sprung. Gib fiir jede Spiegelung die Konstruktionsvorschrift an:

(Du kannst die Koordinaten des zweiten Bildes in die Spalten ¢3, ¢4 schreiben, musst aber mit
Plot Setup einen neuen P10t2 aktivieren und dessen Einstellungen tiber (F1] Define festle-
gen. Alle aktivierten Plots haben ein vorangestelltes Hiakchen, das mit ein- und abgeschaltet wer-

den kann.
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Spiegelung an der x-Achse:

Spiegelung an der y-Achse:

TI-89/Voyage 200 — Koordinatensystem

Spiegelung am Koordinatenursprung:

Losche alle Figuren mit Ausnahme des Original-
hauses. Im Funktionseditor [#] [Y=] sind auch die

entsprechenden Plots zu 16schen. (Sonst erfolgt

1 Fevr |_F= & FE~ [ FE™ |Fr
- E Zoon|Trace [ReGraph|Math|Draw| -
DATA o
[l [==]
1 -1
2 -7
3 a5
4 -4 |4
=1 1=
= -1 1

]\1/1 die Fehlermeldung Undefined Variable).

HMAIN

EAD EXACT FUMC

13. Versuche, das Haus an der Symmetralen des I.Quadranten zu spiegeln.

Welche Vorschrift gilt hier?

14. Losche alle Grafiken im Funktionseditor (Hakchen aus!), zeichne dann das urspriingliche Haus

noch einmal.

Zeichne ein zweites Haus, das gegeniiber dem ersten um 1 Einheit nach rechts verschoben ist.
Wie édndern sich die Koordinaten?

Zeichne ein drittes Haus, das um vier Einheiten nach unten und um 6,5 Einheiten nach links ver-
schoben ist. Wie dndern sich die Koordinaten?

Wer schon Erfahrung mit einer Tabellenkalkulation gesammelt hat, wird sich méglicherweise schon
gedacht haben, dass sich diese Koordinatenédnderung recht elegant in einem Schritt durchfiihren lassen
sollte. Wir wollen annehmen, dass in ¢1 und c2 die Koordinaten der Originalfigur liegen, in ¢3 und
c4 findest Du die Koordinaten des zweiten Hauses und in ¢5, bzw. ¢6 sollen die Koordinaten des
dritten eingetragen werden.

Man erhélt die x-Koordinaten des dritten Hauses, indem man die urspriinglichen x-Werte um

und speichern die Werte in C5:

o Tz = & FE | Few | F7 P 1]
- f—|Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat |- #=—|"i:
DATH

Diese Transformation wenden wir generell auf alle Elemente der Spalte ¢1 an

q TATA

== -
1 1 1 1
2 1 2 1
K3 ] K3 ]
1 3 1 3
=] ] =] ]
=3 1 =3 1
ch= ch=cl-h.
AN FAD ERACT FUHC | G FAD ERACT FUHC | G FAD ERACT FUMC
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Genauso legen wir die y-Koordinaten des verschobenen Hauses fest, definieren die Darstellungsart in

einem P1ot 3, und erhalten schlieBlich alle drei Hiuser in einem Bild.

Losche alle Grafiken.

(Du kannst Die Grafiken auch nur deaktivieren, indem Du A

mit [¢] [Y=] in den Funktionseditor gehst und mit der ZEE?%?; df N @
(F4]-Taste die jeweiligen Plots ausschaltest. An einem fﬁég e

Hékchen am linken Rand erkennst Du, ob ein Plot aktiv g%é :I

ist oder nicht). - I -

Mit (6] Data/Matrix Editor und[1] Current kommst Du wieder zuriick ins Datenblatt.

Du kannst jederzeit den ganzen Schirm zum [GRAPH]-Fenster machen, indem Du im [MODE] entsprechen-

de Angaben machst. Versuche, einmal einen vollen Grafikschirm zu erzeugen und stelle dann den

geteilten Schirm wieder her.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Zeichne ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlénge a = 2, das eine waagrechte Seite und eine
Ecke im Koordinatenursprung hat.

(Erinnere dich an die Formeln fiir das gleichseitige Dreieck: / = a \3/2)

Die Ecken Sind: .......cooiiiiieieiieieeeeeee e
Ergénze dieses Dreieck zu einem regelméBigen Sechseck.
Zeichne eine Sternfigur nach eigenem Entwurf.

Losche die Figur.
Zeichne zumindest 8 Strecken, die gemeinsam mit den Koordinatenachsen im I.Quadranten ein

Dreieck mit dem Flicheninhalt 2 bilden.

Gehe mit [¢] [Y=] in den Funktionseditor und editiere fiir y1 (X) den Ausdruck 1/x. Wechsle
zuriick ins Grafikfenster.

Kommentiere das Ergebnis:

Die Standardeinstellung fiir die Achsen und deren Skalierung reicht oft nicht aus, eine Figur ge-
eignet darzustellen. Mit [¢] [WINDOW] kann die Skalierung individuell eingestellt werden.

Du sollst diese Mdglichkeiten nutzen, um das Viereck 8 poon|Trace |Retraph Math|Dr o« &
d
ABCD [A(40;12,5),B(85;12,25),C(110;12,9),D(65;12,8)]

,,schirmfiillend* auf den Grafikschirm zu zaubern:

HAIN RAD ERACT FUNT

Gegen Ende dieses Kapitels sollst Du Dir Dein eigenes LOGO - Initialen oder sonst etwas - im
Koordinatensystem schaffen. Erzeuge ein neues Datenblatt 1ogo:[APPS] (6] (3] ......
Jedes Polygon (Vieleck) wird durch ein Paar von Spalten im Datenblatt definiert.

10
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Als Muster siehst Du hier ein ,,E .“. Die Spalten ¢3 und c4 P aee etr e sl 1 )

beschreiben den ,,Punkt“. Die Achsen, ihre Bezeichnung A

und der Raster werden am Ende ausgeblendet. Du kannst E é i

damit rechnen, den ganzen Schirm zur Verfiigung zu haben. | 5= 0O
a

11<x<11;-5<y<5)

HilN Rl ERACT FURNC

Wenn das LOGO fertig ist, werden wir es mit Hilfe eines Programms animieren, d.h. einen klei-

nen Film draus machen.

Animation des Logos

Dazu brauchst Du die beiden Programme pics und fi1m’. Die Programme werden mit dem Uber-
tragungskabel von einem Rechner auf den anderen iibertragen. Mit dem ersten Programm wird eine
Sequenz von Bildern erzeugt, die dann f1i1m auf dem Schirm des Rechners abspielt.

Rufe im Homescreen das Programm mit pics () auf. Es dauert dann eine ganze Weile, bis alle Bild-
chen hergestellt und gespeichert sind.

AnschlieBend kann der Film im Homescreen mit fi1m() abgerufen werden. Mit der [ON]-Taste bricht
man die ,,Vorfithrung* ab.

21. Als AbschluB werden wir ganz nach der Uberschrift noch eine Verwandlung eines Objekts in ein
anderes vornehmen.

Dazu miissen Objekt 1 und Objekt 2 in einem Daten- « |70 Trace|Rearaph Math orauly ¢ ¢

blatt definiert werden. Beide Objekte miissen aus der
gleichen Anzahl von Punkten bestehen. Das Datenblatt
muss den Namen meta (von Metamorphose = Ver-

wandlung) tragen, weil das Verwandlungsprogramm

METAMO ERD AUTO FUNC

darauf eingerichtet ist.
Dann kann im Homescreen das ,,Verwandlungsprogramm® metamo () aufgerufen werden.

S (e T ] A A
Al N L I S T A

e

HETAHT FiAlDAUTH FIINE FETAHED FAD AITD IR HETAHD FAD ATH FIINL HETRHI FAD AUTO FUNE

Tipp: Man kann dieses Programm zum Anlass nehmen, die Parameterdarstellung einer Geraden zu besprechen.

Es folgen zwei Schiilerarbeiten.
Magdalena Barthofer aus Waidhofen/Ybbs verwandelt einen Fisch in eine Schnecke:

a* JF7

1 Fevr | F3 iy FEx [ Fi T Fevr | F= i FEv | F&™ |F7 I’fi T Fevr T 3 T i T FEr T FE™ TFP T ]
- E Zoom|Trace [ReGraph Math|Deaw |« - E Zoom | Trace |ReBraph[Math(Draw| - / - E Zoom | Trace |ReBraph[Math(Draw| -

i

AN FAD AOTD FUNE TH: HAIN FAD_AUTO FUNE | Eu:y | IR FAD_AUTO FUNE

Kathrin Leitner von der Handelsakademie St.P6lten nahm das Programm wortlich — die Metamorpho-
se in der Biologie beschreibt die Entwicklung des Schmetterlings — und zeigt, wie sich eine Raupe als
strahlender Schmetterling ,.entpuppt®.

11
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1 Fev | F3 iy FEx | F&™ |F7
- E Zoon|Trace |ReGraph(fath|Draw| ﬁ

£ Fa* G

T Fevr | F= i F'
vE Zoom | Trace |ReBraph[Math(Draw| - /

I’fi Trsz 3 T i ‘l’rsvTrsv‘I’FP T ]
vE Zoom | Trace |ReBraph[Math(Draw| - /

TI-89/Voyage 200 — Koordinatensystem

CX0

i,

HMETH FAb AUTD FUNC

HMETH

EhD AUTO

FUNT

HMETH EhD AUTO FUNT

" Die Programme konnen im Programmeditor eingetippt werden. Sie sind im Anhang zu finden. Der Autor

schickt die Programme gerne per email zu. Fiir das Uberspielen vom PC auf einen Rechner muss entweder

GraphLink oder TI-Connect am PC installiert sein.

Josef Bohm
nojo.boehm@pgv.at

Es folgen die Programme.

pics()

Prgm

Local i,i_,j,0t,06k,zZ
CirIO

setGraph("Axes","0Off") :setGraph("Grid","0ff")

setGraph("Labels","0ff"):FnOff :PlotsOff
Request "Name of the data",zz

Disp "Rotate - 1"
Disp "Switch - 2"
Disp "Flash - 3"
Disp ""

Input "Eingabe (1/2/3)",06k

For 0t,0,10,1

ClrDraw

1-1

While dim(#zz[i])#0
#zz[1]-x1:#zz[i+1]-y]
(i+1)/2-1i_
If 6k=1 Then

x1*cos (0t*m/10)-#("x1"&string(i_))

yl-#("y1"&string(i_))
ElselIf 6k=2 Then
x1-#("x1"&string(i_))

yl*cos(0t*n/1@)-#("y1"&string(i_))

Elself 6k=3 Then

x1#(10-0t) /10-#("x1"&string(i_))
y15(10-0t) /10-#("y1"&string(i_))

EndIf

NewPlot i_,2,#("x1"&string(i_)),#("y1"&string(i_)),,,,5

i+2-1
Endwhile

DispG:StoPic #("p"&string(6t))

EndFor

ClrDraw:CirIO:Disp :Disp :Disp
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Disp "Press F5 and"

Disp "Call film() from the Home Screen"
EndPrgm

film()

Prgm

ClrDraw:PT1otsOff

Lb1l start

CyclePic "p",10,0.1,1,"1

Goto start

EndPrgm

metamo ()

Prgm

Local t

PlotsOff : FnOff

For t,0,1,0.05
meta[1]+t*(meta[3]-meta[1])-1x
meta[2]+t*(meta[4]-meta[2])-1y
NewPlot 9,2,1x,1ly,,,,5

DispG

EndFor

DelVar 1x,1y

PlotsOff

EndPrgm

13
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Wir gehen davon aus, dass der Begriff ,,Winkelfunktionen® bereits bekannt ist. Es ist von Vorteil, wenn die Er-
weiterung iiber n/2 hinaus schon erfolgt ist. Diese Einheit lieBe sich auch dazu verwenden von der Blackbox
»Arbeiten mit Winkelfunktionen® zur Whitebox ,,Winkelfunktionen allgemein® zu gelangen In dieser Unter-
richtseinheit soll vor allem auf die allgemeine Form der Winkelfunktionen hingearbeitet werden.

Die trigonometrischen Funktionen erforschen mit einem CAS

Da es in der Mathematik {iiblich ist, mit dem Bogenmal zu arbeiten, werden wir grundsitzlich dieses
Winkelmal verwenden. Dabei soll aber nie der Zusammenhang zwischen Bogen- und Gradmaf ver-
gessen werden. Wir wiederholen diesen Zusammenhang.

1. Wie lauten die Umrechnungsformeln zwischen den Modi?

xrad=.....cccoeeenenns °
O° = e rad Bogenmalf} Gradmal}
(in rad) (in °)
2. Erginze die nebenstehende Tabelle: n
21
/4
60°
3. Wir erzeugen ,,Umrechungsfunktionen®, und zwar 90°
gr_in_rdund rd_in_gr. 120°
1 aebralcone [ofher Frantofciem uel | 3n/2
540°
OO
/6
:ﬁinfisB-’gﬁln‘n_:?:-ng_l‘d(x:’rnﬁ [

(Den Unterstrich _ erhélt man {iber + |E| Funktionsnamen diirfen hochstens aus 8 Zeichen
bestehen.)
Wir testen das Programm durch Umrechnung von 45° ins Bogenma0:

Das erste (exakte) Ergebnis erhdlt man mit [ENTER], [ |t e [ [pramIo) e
wenn man das Ergebnis als Dezimalzahl sehen will,

dann driickt man [¢] oder gibt im AUTO(matic)-  |*%gg * ar-in-rdco Do
Mode zumindest einen Dezimalpunkt in der Eingabe an. | ar-in-rdi45 T
Mit der (-Taste kann man das Ergebnis in der ,,Histo- [ 205022 e
ry Area‘ aktivieren und mit in die Eingabezeile |za8233816333744

kopieren. Nun sieht man alle verfiigbaren Dezimalstel-
len.

16scht den Inhalt der Eingabezeile.

14
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4. Erzeuge die Funktion rd_in_gr auf die gleiche Weise und tberpriife mit den beiden Funktionen

die Werte in der ausgefiillten Tabelle.

5. Erzeuge eine Tabelle fiir die Funktion y = sin(x) fiir -2t < x < 47 und verwende diese Tabelle zur
Herstellung des Graphen in einem geeigneten Malstab.

Sowohl fiir die Wertetabelle, als auch spiter fiir die et [FET st et | ]
Darstellung des Graphen am TI-89/Voyage 200 muss ‘EEI

die Funktion zuerst iiber den Funktionseditor definiert EEE

werden. EEE

Uber [#] [Y=] gelangt man in den Funktionseditor. ai5-

Die Eingabetaste erméglicht die Eingabe des Funktions- [gh&x= T

terms in der Eingabezeile. Mit [ENTER] wird die Funktion
dann endgiiltig in die Funktionenliste geschrieben. Das

Hékchen daneben zeigt an, dass diese Funktion nun ak-
tiv ist.
(Mit [F4] lasst sie sich wieder deaktivieren.) 275

vl (xr=sinl{x>
MAIN FEAD AUTO FUMWLC

Um die Wertetabelle zu erhalten, miissen noch die
Tabellenparameter gesetzt werden:

(¢] [Thiset] offnet eine Dialogbox, in die wir die ent-

sprechenden Werte einsetzen. [ sbl..eieeeenns |
Grarh <-* Table OFF=+

Independent . ... AUTO+
Die Tabelle soll bei -2r beginnen und z.B. eine Schritt-

weite von 7/10 aufweisen. (Auch fiir tb1Start kann -  |[w2<x=

HAIN EAD AUTO FUNL

27 eingegeben werden). Vergiss nicht zu speichern.

Mit [¢] [TABLE] wechselt man nun sofort zur Tabelle.

Fiir die Erstellung einer Grafik reicht die Genauigkeit

auf 2 Dezimalstellen vollig aus.

Skizziere den Funktionsgraphen von y = sin(x) %=-6.28318530718
. . MAIN EAD AUTO FUMC
fiir -2 <x <47 in den Kasten.

15
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6. Stelle den Funktionsgraphen auf dem Rechner dar.

[E FEr | FE™

Man kann nun sofort {iber [¢] [GRAPH] ins Grafik- R e lRemranhMarhloraa e ¢ 1

fenster wechseln und erhélt ein (erstes) Bild. Meis-
tens ist man damit nicht zufrieden, da der darge-

stellte Bereich und die damit verbundene Skalie- == B
rung nicht den Vorstellungen entspricht.
iR G T e
Mit [¢] [WINDOW] 6ffnet sich eine Eingabemaske, in
der geeignete Parameter gesetzt werden konnen. ] S ]
Man will z.B. den Ausschnitt -27 < x <41 und Eﬁﬁiéééggéﬁgzgé;
-2 <y <2, mit einer Skalierung von n/4, bzw. 0,5 Eﬁégzi‘?
auf den Achsen erreichen. s
Wiederum mit [¢] [GRAPH] erhélt man eine anspre- TR AT ITD FIRE

chende graphische Darstellung.

1™ _Fer F& FE* F7

- f—|Zzam Tr*a-:e Regr‘aph Mat b [Ora ]«

Vergleiche diese Grafik mit der hdndisch erstellten

Skizze von vorhin. /\

HAIN RAD AUTO FUNC

7. Welche Eigenschaften der Funktion kann man erkennen?
Insbesondere: Wo liegen die Nullstellen?

Wo liegen die Hoch- und Tiefpunkte?

Der Umgang mit dem wichtigen und niitzlichen e T i e |Rearanh
Math-Menii soll an einem Beispiel gezeigt wer-
=M 1mum
den: /_\ gi Intersection
. L . %EE$?1?§t1ues J
Wo liegt das erste Minimum mit x > 0? \_/ £ Tnflection
Qibistance
H: Tangent
E:fArc
. . L:Shade
Unter [F5] kann man u.a. die Funktionswerte o T —

(Value), Nullstellen (Zero), Maxima und Minima,

Schnittpunkte (Intersection), Tangenten, Bo- e T ace Rearaph|Hath| D o«

genlédngen (Arc) von dargestellten Graphen ermit-
teln. Die gewiinschte Option ist anzuwihlen (mit /_\ /_\

(» oder hier mit (3]), dann wird man um die Einga- \_/ M \/

ben einer unteren (Lower Bound) und oberen Be-

Lower Bound?
#o i3, 5

grenzung (Upper Bound) des Suchbereichs, sowie el s, S

um eine erste Schiatzung (Guess) gefragt.
Alle Angaben lassen sich eintippen oder mit den o i e lRemraphiet a7 |7

Pfeiltasten (@), () ansteuern.
Das gesuchte Minimum liegt bei x = 4,71. /_\\_/ v/_\\_/

(Was ist der exakte Wert?)

Mirimumn
#oid. vl gt -1 o
HRIN FAD AUTO FUHC

16
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Stelle hier in einer Liste die Nullstellen und Hoch-, bzw. Tiefpunkte zusammen.

8. Verwende geeignete Optionen des [F5]-Meniis,
(a) um die Tangente in einer beliebigen Nullstelle zeichnen zu lassen,
(b) um die Lange der Kurve fiir eine Periode zu finden,
¢) um das untenstehende Bild zu erzeugen,
d) um die schraffierte Flache zu berechnen (iiber die Option 7: . .. — jetzt ohne néhere Erklarung)

(Mit 1:C1rDraw konnen alle nachtriglich eingezeichneten Objekte wieder geloscht werden).

1™ _Fzr FEr Fa* F7

B &
» = |Zoom|Trace [Regraph|Math|Draw]«

y=1.08x -5. 28 Arc=r.&4
MAIN RAD AOTO FUNC MAIN AL AOTO FUNC

1™ _Fzr FEr Fa* TF7 1™ _Fzr FEr Fa* F7

B &
» = |Zoom|Trace [Regraph|Math|Draw]«

B &
* f=|Zoon |Trace[Regraph|Math|Draw|-

/N /N
Aﬂﬂm"m\/ \/ﬂﬂmmm\_/ N AV

SO didm=2. 00
HAIN EAD AUTO FUNC AN EAD AUTO FINEC

Die gesuchte Fldche hat den Wert 6.

8. Sinuskurven (u.a.) nennt man nicht zu Unrecht Schwingungen. Bei einer Schwingung spricht man
von der Amplitude (grofite Abweichung von der Mittellage — Pendel!!) und von der Periode
(= Intervall, innerhalb dessen sich die Funktion wiederholt, Periodenidnge, Wellenlinge). Die An-
zahl der Schwingungen in einer Zeitheit nennt ihre Frequenz.

Bei der Sinusschwingung y = sin(x) betragen diese Werte:

Amplitude a = ............. Periodenlénge [ = ...................

9. Eine etwas allgemeinere Form der Sinusschwingung
lautet:
y = sin (® x).
Dabei nennt man ® (Omega) die Kreisfrequenz. Iin=
yli{xd=sin{x)
AN ERD AUTO FUHC

Fiir die ndchste Untersuchung wird der Graph von y1

stark ausgezeichnet:

17
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Zeichne nun der Reihe nach die angegebenen Sinus- e e o[ i e el s | ]
schwingungen zu sin(x), notiere flir jede Schwingung féf}Eg}gE;Q o

die Kreisfrequenz und lies aus der Grafik die zugehori- Jagfsmﬁ'xn

gen Periodenlidngen ab. gg%

Die Funktionen, deren Graphen man nicht sehen will EEE:):

werden mit deaktiviert. — S i

Er [ FET

1T (_Fe™

T3 & F
¥ = |Zoon |Trace |Regraph|Math|Oraw) «

Steuere entweder nur mit dem Cursor [F3] Trace die
entsprechende Nullstelle an und lies die x-Koordinate m [\

ab, oder suche iiber [F5] eine geeignete Nullstelle. U w Uv w@w

(Tipp: mit den ®) (»-Tasten wechselt man zwischen 2erg o s
den Graphen.) Mi:::r; - FAD AUTO — FiINE

Fiir das rechte Bild wurde auch die Ausgabegenauigkeit Dabei sind fallweise auch die

auf 4 Fixkommastellen verdndert. [WiNDOW]-Einstellungen geeignet
anzupassen.
y=sin2x) ®=.......... = y = sin(3x) ®= ... =,
. . (x
y=sin(4x) ®=.......... Y y=sm(z) O= v 3=
y=sin(0,lx)® = .......... = y=sin(rX) ©O=...... =

Was bewirkt die jeweils verdnderte Kreisfrequenz?

10. Suche einen Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Periodenlénge!
(Tipp: die Dezimalzahlen haben sicher etwas mit der Zahl 7 zu tun!)
Welche Gleichung beschreibt diesen Zusammenhang?

11. Skizziere hier - ohne TI-89/Voyage-Unterstiitzung!! - die Graphen von y = sin37x und y= sing

in ein gemeinsames Koordinatensystem.

18
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Gib fiir beide Funktionen zumindest zwei Nullstellen und die Amplitude an. Vergleiche dann die
Graphen mit den Ergebnissen im [GRAPH]-Fenster.

11. Wie muss der Funktionsterm fiir eine Sinusschwingung (Amplitude = 1) mit den folgenden

Periodenléngen lauten:

= 73: V= e
[=100° Y= e

Uberpriife die Ergebnisse mit dem Rechner!

=25
[=2:

12. Gelten diese Eigenschaften (Amplitude, Periodenldnge, Kreisfrequenz) auch fiir die Winkelfunkti-

onen Kosinus und Tangens?

Funktion

Amplitude

Periodenléinge / Kreisfre-
quenz

y=cos X

y=0.5cos(2x)

y=2cos (0,25x)

y=tanx

y =3 tan (4x)
= tanf
4 5

13. Skizziere die Tangensfunktion y = tan x fir -37 <x <37.

Was passiert an den Stellen x = ]%[ fir x=0,£1,£2,+3,...

19
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Diese Untersuchung wird nun konsequent weitergefiihrt, bis die Bedeutung aller Parameter in der all-
gemeinsten Form deutlich gemacht wird:

zB. y=asin(bx+c)+d

(Wird hier nicht néher ausgefiihrt.)

Eine Anwendungsaufgabe konnte dann so lauten :

Bei einer Hangebriicke werden die Stahltrossen durch die Unterstiitzungen @ und b in die

Form einer Winkelfunktion gebracht. Welche Lénge miissen die unterstiitzenden Stébe a und

b haben?
(Wiéhle zuerst ein geeignetes Koordinatensystem!)
Wie lange sind die Verbindungen x = AB, y = BC und z = CD?
Runde alle Ergebnisse auf 0,1m.

24m
: . I . . . .

2 .80m \ O b
7.80m |- 9m arm

Jom

(In der Realitit sind die Kurven Parabeln.)

Die komplette Unterrichtseinheit wurde mehrmals erfolgreich im Unterricht eingesetzt. Riickfragen,
bzw. Anregungen und Erfahrungen werden vom Autor gerne beantwortet bzw. entgegengenommen.

Josef Bohm
T? Osterreich & ACDCA
nojo.boehm@pgv.at

Weitere Aufgaben zu Anwendungen der Winkelfunktionen kénnen von der Homepage der ACDCA unter den
T*-Materialien heruntergeladen werden, www.acdca.ac. at.
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Logistisches Wachstum — diskret, kontinuierlich und chaotisch

Es ist leicht einzusehen, dass das exponentielle Wachstum kein optimales Modell fiir realistische
Wachstumsprozesse darstellt, da wohl kein Wachstum fiir lange Zeit unbegrenzt und unbeschriankt
anhalten kann. Das logistische Modell verkniipft das exponentielle Wachstum mit dem beschrénkten,
indem es in geschickter Art und Weise zu Beginn eher dem exponentiellen Einfluss folgt, auf langere
Sicht aber einer - faktisch immer vorhandenen - Kapazititsgrenze immer mehr Gewicht verleiht, und
sich und damit &hnlich wie das beschriankte Wachstum entwickelt

Wir folgen einem Beispiel von Bert K. Waits:

Die Biiren sind los!

1995 gab es im Jellystone Nationalpark - ein ,,geschlossenes* Okosystem - 10 Grizzlybéren.

Man weil3, dass der Park Raum fiir ca. 100 Béren bietet. Der jahrliche Zuwachs ist etwa proportional
zur jeweiligen Barenpopulation, aber auch zur jeweils freibleibenden Restkapazitit.

Biologen nennen uns einen Proportionalitdtsfaktor von = 0,001.

Zuerst wird ein diskretes Modell mit Hilfe einer rekursiven Darstellung entwickelt und studiert. Dazu
bezeichnen wir den Anfangsbestand im Jahre 1995 als By, und dann allgemein mit B, den Bestand fiir
das Jahr 1995+n.

Bei den vorliegenden Daten ergibt sich der Bestand fiir die Jahre 1996 und 1997 wie folgt:

Fiir 1996 (n = 1) betrdgt der Zuwachs Z; = 0,001 x 10 x (100 — 10) = 0,9 und daher ist der
Bestand B; = 10.9.

Fiir 1997 (n = 2) ergibt sich der Bestand B, = B, + 0,001 x By x (100 — By) = 11,87.

Diese Vorgangsweise konnen wir sehr leicht am TI-89/Voyage 200 beliebig lange - und sehr bequem -

nachvollziehen.

mm;;gm Tl lprantolc1e s Ug| Wir speichern den Anfangsbestand als best und rechnen
-] aT=3=4 N It

. oEl-10- 90 .ag| den ersten Zuwachs aus (0,90).

®hest + 001 best [100 - best] + best . .
1e.99| Besser ist es, gleich den neuen Bestand zu berechnen und

B hest + 001 -best - [100 - best] + best . . .
( ) 11.a7| diesen sofort wieder als alten Bestand best zu speichern.

" best +,001-best (100 - best) + best, 12,95 Nun fiihrt jeder weiter Druck auf [ENTER] zum Wert des fol-
.st+ 00l *best*(100-bestorhest | genden Jahres.
MAIM DEG AUTO FEQ  E/Z0

Leider wird das bald uniibersichtlich, da man - ohne mitzuschreiben - bald nicht mehr weil3, wie viele
Jahre verstrichen sind. Aulerdem wird eine grafische Darstellung auch sehr umsténdlich. Das wird
sich gleich éndern.

Zuerst formulieren wir den Sachverhalt moglichst allgemein:

Zuwachs(n) =p * B(n—1) * (K — B(n—1)), daher gilt weiter

B(n) = B(n—1) + Zuwachs(n) = B(n—1) + p * B(n-1) * (K — B(n-1))
Diese rekursive Folge libertragen wir nun in den [Y=]-Editor, nachdem wir den Rechner in den dafiir
geeigneten Grafikmodus umgestellt haben. Dieser Modus heifit SEQUENCE (= Folge)-Modus.

Uber stelle den Graph auf die 4. Option 4 : SEQUENCE ein. (Offne die Optionen mit (3 und
vergiss nicht, mit zu speichern.)
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Um in weiterer Folge moglichst flexibel zu sein, speichern wir die Parameter Anfangsbestand, Propor-

£ 1 Fz: F3 ] FE FE' 1 Fe F3 4 T FE FE&' F?
A A N L e T i FaamlERit] v Al |sfm elrres..
Parie 1 PaFZe 2 PaFBE 3 T TS » 0 AFLOTE
L—E———I——E———I——i——J whest + 001 - best [ 100 - best) + best i3
Graph.sesesnannnns 1:FUMCTION a. 90 uil=
Current. Folder.... | 2:PARAMETRIC . L=
DAE law Digits.... SiPOLeR ®hest + 001 -best [ 100 - best] + best uie=
Eanp o Farnat .2« ]
Gan orE:xFogggi b Ei0IFF EQUATIONS ® hest + 001 -best [ 100 - best) + best uid=
+ Pretty Print...... OH+ 2.92 ul'i‘gf
10+ hest 3 O] +p @ 100k 160 =
Enter=SAlE ESC=CANCEL : =
o mTscaoo e rmeoy | (10+best 001 +p:100+k ul{n)=
TYFE OF USE €314 + [EMTERI=OK AMD [EZCI=CAMCEL HMalN ERD AUTO SEQ B/ HMalN ErD AUTO FEQ

tionalitdtsfaktor und Kapazitdt unter den Variablenbezeichnungen best, p und k. Dann wird der

Funktionseditor [#] [Y=] gedffnet, der sich ganz ungewohnt priisentiert.

Anstelle von Funktionen y1(x), y2(x), .... werden nun Folgen u1 (n), u2(n), .... erwartet. Fiir den
Fall, dass rekursive Folgen definiert werden, miissen auch noch allfillige Startelemente ui1,ui2, ...

festgelegt werden (das i kommt von initial).

Somit schreiben wir die Folge in den Editor (anstelle von B(r) heilit es hier eben u1 (n)!)

| = :
e L . .'n;m: s:"rur ;
“oul=ulin = 10+ peulin = 1k - ul{n—-11) ]
Lil=1@ thlStart....... . |
= atbloueeieenn.. (T —
3= Graph <-» Table OFF+
uizs Independent. ... AUTOS
uid= [d, (Enter=SAUE ESC=CANCEL
uiS= ralic.c) 173 I |
uil=hest]| =0,
FAIN EAD AUTO SEQ HMalN ERD AUTO SEQ TYFE + [EMTERI=0K AMD [ESCI=CAMCEL

Nun sind einige wichtige Dinge zu beachten, sonst kommt es leicht zu ldstigen Fehlermeldungen. Da

unsere Folge mit dem ,,nullten Element beginnt, muss das in den (] [WINDOW]-Einstellungen fixiert

werden. Bei dieser Gelegenheit richten wir auch die anderen Parameter ein - vorerst fiir die ersten 100
Jahre. Der Zeichenbereich fiir x wird etwas grofer gewéhlt und der y-Bereich ergibt sich aus der An-

gabe. Uber [#] [ThiSet] legen wir den Start fiir die Wertetabelle fest und dann sehen wir uns mit
(¢] [TABLE] die Tabelle an.

2 T ] T 2 T
Irer Fome vE Setup|isii
o ul
4, G0 20,
5. 00 I2. 27
&, B0 24.45
e 2671
2. 60 39.04
EINET] 41.42
m_ﬂ-&kt
21,08 46. 30
n=20.
HAIN RO _AUTO

Mit () kann man weiter in die Zukunft schauen und findet z.B., dass nach dem Modell im Jahr

1995 +20 = 2015 ca. 44 Béren im Park sein sollten. Vielleicht mdchtest Du aber bequemerweise auch
die Jahreszahlen in die Tabelle aufnehmen? Das kann wieder rekursiv geschehen, geht aber einfacher

direkt: u2 (n)=1995+n. (Rekursiv miisste es heiflen: u2 (n)=u2(n-1)+1 und ui2=1995.)

Da die Grafikeinstellungen bereits vorgenommen worden sind konnen wir sofort ins Grafikfenster

wechseln ((#] [GRAPH]). Das erste Bild hat den Style 3:Square, die anderen 1:L1ine erhalten.

T [_Fe™

F: F4 FEw Faw

7

¥ f=—|Zoon|Trace [Rearaph |Math | Draw|-

hic i 25, EE
wHC i 25,

gl 06, 27

HAIN

FAb AUTD

ZEQ

HMHIN

EhD AUTO ZEQ

HMHIN EhD AUTO ZEQ

Uber [F3] gelangt man in den Trace (=

Spur)-Modus und beantwortet z.B. graphisch die Frage, wie

hoch ca. der Bestand im Jahr 2020 sein konnte. (Bei Fehler: Axes TIME einstellen!!)
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Die Kapazititsgrenze wird noch hinzugefiigt, indem man im

< ul=ulin = 17+ p - ull G
uil=1n

Funktionseditor die konstante Folge u3 (n)=k erzeugt. Uber

Sty1e lasst sich die entstehende horizontale Gerade uh‘%itg% o
. o u =
punktiert darstellen. i
uid=
uS=
LiS=
uij=

HMAIN FAD AUTO SEQ

Beantworte die folgenden Fragen:

Wie viele Béren sind etwa 2040 zu erwarten?

Wann ungeféhr wird die Kapazitétsgrenze erreicht sein?

Wann geht es den Biaren am besten? Wann vermehren sie sich am raschesten?

Kannst Du den Wachstumsverlauf erklaren?

Wie wirken sich Anderungen der Parameter Anfangsbestand, Kapazitit und Proportionalititsfaktor auf
die Gestalt der Kurve aus? (best muss im Funktionseditor als ui1 verdndert werden, p und K werden
im Homescreen neu festgelegt.)

In diesem Bild (basierend auf den Ausgangsparametern)
werden die ,,ersten paar* Jahre durch ein exponentielles
Wachstum und der spitere Verlauf durch beschrianktes
Wachstum modelliert.

Tomg(_Fev | F= & FEw |_FB™ [F7
+ f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|-

Suche geeignete Werte fiir die beiden Folgen (Funktio-
nen), die das logistische Wachstum anndhernd stiickwei-

se beschreiben konnten.
MAIN RAD AUTD SEC (Verbinde passende Abschnitte durch eine lineare Funktion.)

Hinweis: Diese beiden Kurven konnen im Funktionseditor als rekursive Folgen definiert werden.
Exponentielles Wachstum : der jahrliche Zuwachs ist proportional zum jeweiligen Bestand,
Beschrinktes oder gebremstes Wachstum: der jahrliche Zuwachs ist proportional zur jeweiligen Rest-
kapazitit (= Kapazitdt — momentaner Bestand).

Wenn die Funktionsdarstellung dieser beiden Wachstumsmodelle bereits bekannt ist, konnen die Gra-
phen der Funktionen nicht {iber den [Y=] - Editor definiert werden, sondern man ruft iiber Draw
2:DrawFunc auf und schreibt den Funktionsterm in Abhéngigkeit von x. Mit 1:C1rDraw werden
allfallig frither gezeichnete Graphen wieder geldscht.

Die oben aufgestellte Frage, wann sich die Population am raschesten vermehrt, ldsst sich sehr schon
graphisch (und tabellarisch) beantworten, indem man die ,,Zuwachsfolge* deutlich macht. Die Zu-
wachsfolge definiere ich als u4 (n) im Funktionseditor. Ich ,iiberhohe den Graphen mit dem Faktor
10, weil er sonst zu flach wire, und man seine charakteristische Form nicht gut erkennen kdonnte.

(Wo hat die Zuwachsfolge ihren grofSten Wert? Wie sieht dort der Graph der Bestandsmenge aus?)
Der Text wird iiber 7:Text in die Grafik eingefiigt.
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e |zoomEdit] v A1l ]stal e mes.. S E|saiupiE s

FLOTE n 1

v ul=ultn - 13+ poultn - 13-k - ulin — 12) 19, 00 41,42

uil=io 20, B 43,54

LEI1FRs 4 21.00 45. 30

SE 22, O EENE]

uiz= 23, 0 51,20

v ud=10-poulin— 13-k —ulfn - 13 24, 09 53.79 . .

uid=ll ( ) 25. 08 S6. 27 . N 1@#Zumachs
Lg= 26, OE SE.7s OE, 08 [24.61 5T

uid= uwi(n)=24_985354706423 et 23, AR o2, ¥

FaIN FAD AUTO SEQ HMalN ERD AUTO SEQ HMalN ErD AUTO FEQ

Fiir das kontinuierliche Modell gibt es eine explizite Funktionsvorschrift, die sich aus der Analysis
begriindet. (Aus der Differenzengleichung, die das diskrete Modell beschreibt wird eine Differential-
gleichung.)

K

1+ 5—1 e X
BO

Dabei kann die Proportionalitétskonstante p aus dem diskreten Modell als Néherungswert fiir die Kon-

Die Funktionsvorschrift lautet: B(x=¢) =

stante ¢ verwendet werden.
100

Fiir K =100, By =10 und ¢ = 0,001 erhalten wir die ,,Barenformel*: B(¢)= 170007 "
+9e™

Zeichne die Funktion mit Hilfe von 2:DrawFunc (als Funktion von x) zum Bild des diskreten
Modells. Beurteile die Anpassung. Um die numerischen Werte vergleichen zu konnen, muss im
der Grafikmodus auf FUNCTION umgestellt und die Funktion im Funktionseditor definiert werden.
Dann lassen sich im der Tabelle [#] [TABLE] die Funktionswerte fiir das kontinuierliche Modell heraus-
lesen und mit den alten Werten vergleichen.

n/t diskret kontinuierlich i |setur =:i§5:1 A P
s
0 10 z.00 RS
4. 00 31,06
1 10.90 g. gg gg gg
2 11.87 11.95 R 3T e
5. 00 4, 70
ENE] 47, 67
2500 EEWo
> »=20.
10 | EEI RAD_AUTO FUNE
20 45.09
100

Nimm den Bestand des 20. Jahres aus dem diskreten Modell und suche einen geeigneten Wert fiir ¢ im
kontinuierlichen, so dass die Bestinde fiir dieses spezielle Jahr in beiden Modellen iibereinstimmen.

(c = 0,000975).
Es folgt die Herleitung der ,,Biarenformel* aus der Differentialgleichung, die aus der Differenzenglei-
chung abgeleitet wird.
Aus B(n)=Bn-1) +p * B(n—1) * (K— B(n—1)) (siche Seite 1)
fOlgt Bt - Bl‘—l = AB = At ° p ° Bt—l ° (K* Bt—l)
der Zuwachs (die Differenz) ist auch proportional zum (kleinen) Zeitzuwachs At.
ﬁzp-B-(K—B)—)d—sz'B-(K—B)
At dt
d—sz-dt; B(t=0)=B,
B-(K-B)
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Die Differentialgleichung wird mittels Variablentrennung geldst. Da erweist sich ein CAS-Werkzeug
wie der TI-89 oder der Voyage 200 als ideales Instrument.

Fx T Frr Trs-T e T FE T F&™ T ] FE G FE FE™ [fi T FEv Tr:vT Fir T FE T FE™ T ]
-Eﬂlgebra Calc|Oother PramI0jClean Up Pr‘nglZI Clean UP vE Alasbra|Calc|dther [PramId|Clean Up
. HE= ‘ek-p-t+c-k k_ek-p-t+c-k ,
- Y — and LT
[ lnih II:) 1r'|(bZlJ=p.L_'_C PLrook_g KPR Lok
m0zlllar k,p.t Diare| ket +ck kPt t+ek
1 . <{In(b - k) = lnck)) _ ap =K% and £ »
8| ————=|db=rpdt solve————————=pt+c,b KR bFok_y KR bFCk_y
bk -b) K k-p-t+c-k K k-p-t+c-k K K - k. Tk
- 1nCk — k) — lnck) = e e » L R — = £ K
i . J=p_t+c b AT REro and Frtvorog dlaaand e':_k_l}ﬂandbﬂ R
*‘nlue(an*‘(l) h anz€1>1t=0 and b=hd
HMAIN RAD AUTO FUNC 2/20 MAIN EAD AUTO FUNC 2720 MAIN EAD AUTO FUNC 4/20

Die Angabe von c als drittes Argument im Integral erzeugt das unbestimmte Integral mit ¢ als Integra-
tionskonstante, fithrt daher zur allgemeinen Losung der Differentialgleichung. Wir 16sen nach b auf, ...

e ln1debralcale [other Praniofcietn Up nlgebra Lo [ofrer prantofciemn ue| || [FmfaLsitralcotc ot her Pramtolc1em e
ko, k =Ky MF=ra] b bi k - bE) kpg. ek Pt
TEQ and ——— 2@ and b= d <A and [ el o kebBer P "
7 a”k Tk_p =9 ok K snd g * ¥ wd Tohg T g S0 and b ——

SRy k kPt te-k ok Pttook RN 21
1 0 and 20 and M| (ap =K ke P fapo—KbOe
LIt ue[[ C’_bk ]1 an k.3 an b TEE T ) and U EE b wacF P trropo
K - ba) kb ek Pt Lobo. kPt
£~ b0 b ba b k-b0) . o kbBeFFR o kebaoeR P
and g 0 and TN e M Rt LT
sulue(a.n.,(i).c) wl/ e Ch¥pht+ekki—1d?Ulans{i> . Clokpdt 3/ ChD¥ e Ch¥p¥*t > +k—hB>

FAaIN FAD AUTO FUMC E/30 HMhalN ERD AUTO FUWC 8/%0 HMhalN ERD AUTO FUMC 7420

.. bestimmen die Integrationskonstante ¢ aus der Bedingung A1 debr-alcate Dther Pranto]clean U
E-Bl-2™ T
. . . . b = —m——

B(t=0) =10 und setzen das Ergebnis in den Ausdruck fiir b ein. bo-eF Pk —po
. - Kook Pt k

Die Identitit der Terme kann man durch manuelles Umformen '[b = bﬂ_ek.pi T bﬂ] - P =
. . 1 +[E - 1]-?

zeigen, oder man beniitzt auch dazu das CAS. K(k-bd) o

ba-e K Pty —pa
w13k + (kb1 2™t ¥p¥*k I
HMhalN ERD AUTO FUMC B/Z0

Fiir den letzten Teil unserer Untersuchung &ndern wir die Angaben auf K =400 und B, = 20. Aufer-
dem interessieren nur die ersten 50 Zeitperioden. Fiir p = 0,001 und eine nicht {iberhohte Wachstums-

folge ergibt sich das vertraute Bild.

T [_Fe™

- e |Z00m |[TracE Regr*aph Math|Draw|- f

IR
YT R TR0 T A
»=0,001 »=0,0051 »=0,0075

1w Fer T F= FEv | F&™ |F7
- e |Z00m [THaCe Regr‘aph Math|Draw|-

Aber wenn man den Faktor p
vergrofert, wird die Entwick-

lung sehr sonderbar und ent-

L S
T TR T wickelt sich immer ,.chaoti-
scher”. Da dieses Chaos aber
- P = strengen  Rechenvorschriften
p =0,0065, rechtsnur u1(n) imStyle Thick entspringt, wird es ein deter-

ministisches Chaos genannt.

Bei besonderen Werten fiir p lassen sich auch im Chaos gewisse
Muster erkennen. Der Prozess ist sehr sensibel. Versuche etwa
p =0,0048.
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In weiterer Folge wollen wir auch die Bestand-Wachstums-Phasen- und die Cobweb-Diagramme
zeichnen lassen.

Wenn man die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands in Abhdngigkeit vom jeweiligen Bestand
graphisch darstellt, erhélt man ein sogenannntes Phasendiagramm. Hier gilt

B'=pB(K-B).
Welche Form hat das Phasendiagramm beim logistischen Wachstum? Was ldsst sich aus dem Phasen-

diagramm rauslesen und was nicht?

m Bestands-Wachstums-Phasendiagramm wird auf der x-Achse - i [znom|Edit] « [A11|Stule|fres..
Im Bestands-Wachst Ph diag d auf d Ach ] N N ) A I

SFLOTE

der jeweilige Bestand und auf der y-Achse der zugehdrige Zu- .

wachs aufgetragen. Die Werte entnehmen wir den Folgen u1, wig=
bzw. u4 und stellen die grafische Darstellungsweise im [Y=]-Editor | wi=
iiber [F7] Axes um.

1w Fer T F= & FEw | _FE™
+ f|Z00m [Trace [Rearaph|Math|Draw]| -

Wachstum

Bestan et 26, /
#C 2435, 436 goiTE. 6504
HMAIM RAD AUTO SEQ SE £314 Ok TYFE + [ESCISCAMCEL HMAIN ERD_AUTO SEQ

Dies sind die Phasendiagramme fiir p = 0,001, p = 0,0051 und p = 0,0075. Beim zweiten Bild sieht
man deutlich, dass schlieBlich zwischen zwei Zusténden (Attraktoren) hin- und hergesprungen wird.

Natiirlich sind die [WINDOW]-Werte anzupassen. Da auf der x-Achse nun die Bestéinde aufgetragen wer-
den, ist xmax dementsprechend zu vergrofern, und auch die y-Werte unterliegen groBeren Schwan-

kungen.

Uber Axes stellt man die Axes um auf WEB, aktiviert im Funktionseditor nur u1 und lasst das
Cobweb-Diagramm zeichnen. (Erst (F3] und dann mit (O den Linienzug erzeugen.)

T | Fe 3 & FE F& 7
- f— Zoovm Trace|Rearaph Nai:h Dr‘;u - H
M—*l
o
=
/1 '
/L/ AT
hc i 4,
i S P gc 435, 470
HAIN RAD ALTO SEQ HAIN RO ERACT SEQ MAIN RO _AUTO SER

1 Fev | F3 & FEx | F&™ |F7 B
- E Zoon|Trace |RearaphMath|Draw|« ﬁ

HMAIN RAD AUTO SEQ

Fiir die oben angegebenen p-Werte ergeben sich charakteristische Bilder von der Konvergenz tiber
zwel ,, Attraktoren bis hin zu den chaotischen Prozessen. In jedem einfiithrenden Buch iiber Fraktale

kann man tiber diese Phdnomene nachlesen.

Auf der nichsten Seite folgen Vorschlige fiir Ubungs-, bzw. Vertiefungsaufgaben.
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Ubungsaufgabe 1: Verbreitung eines Produkts
(nach G.Ossimitz, Materialien zur Systemdynamik)

Wir nehmen an, dass sich ein Produkt auf einem Markt mit einer begrenzten Marktkapaziét ausbreitet

wie eine ansteckende Krankheit. Jeder potentielle Kaufer erwirbt das Produkt nur einmal.

Als Kapazitiat werden 1500 Einheiten angenommen und man startet mit einer Verteilung von 20 Wer-

beexemplaren. Als Wachstumsrate/Monat (= p) schitzt man den Wert 0,0005. Das Wachstum der

Verbreitung entspricht dem monatlichen Absatz.

a) Erstelle das diskrete Modell fiir die Verbreitung des Produkts mit den zugehorigen Absatzmengen.

b) Stelle die Verbreitung und die Absatzmengen in einer geeigneten Form graphisch dar.

¢) Wann wird die halbe Marktkapazitit erreicht?

d) Wann wird das Absatzmaximum erreicht?

e) Wann wird die 1000 Einheitengrenze tibersprungen?

f) Andern sich die Ergebnisse c) bis ) wesentlich, wenn man mit 50 Werbeexemplaren beginnen
wiirde?

g) Wie lautet die entsprechende logistische Wachstumsfunktion?

Ubungsaufgabe 2: Steueraufkommen

Die Steuereinnahmen S (in Mill. EURO) eines Wirtschaftszweiges wachsen nach der Formel:

6
Sl‘ = —
@) 1 + 4

Nach ¢ = 3 Jahren betragen die Einnahmen bereits 2,7 Millionen €.

a) Berechne die Wachstumskonstante ¢ (auf drei Dezimalstellen genau).

b) Mit welchen Einnahmen wurde iiberhaupt begonnen?

¢) Erzeuge den Funktionsgraphen in einem geeigneten Mallstab und skizziere den Graphen.

d) Zu welchem Zeitpunkt steigt das Steuerautkommen am raschesten? Markiere den Zeitpunkt am
Graphen.

e) Wie hoch ist Deiner Meinung nach die obere Grenze der Steuereinnahmen? Begriindung!

Ubungsaufgabe 3: Haben Sie das schon gehort?

In einer Stadt mit ca. 50 000 Einwohnern sei die Anzahl N(¢) derer, die nach ¢ Tagen von einem be-
stimmten Geriicht gehort haben, ndherungsweise durch die folgende Formel gegeben:
40000
N(t) = 251
I + 39999¢™

Beantworte alle Fragen vorerst nur mit Hilfe des Funktionsgraphen und/der mit Hilfe der Tabelle.

a) Wie viele Personen wissen nach 5 Tagen von dem Geriicht?

b) Wie lange dauert es, bis dass die halbe Stadt davon weil3?

¢) Zu welchem Zeitpunkt ist das Geriicht am lebendigsten?

d) Bis wann ist Deiner Meinung nach auch der letzte Biirger davon informiert? Begriinde Deine Ant-
wort!

e) Welche GroBe in dieser Funktionsgleichung beschreibt die Geschwindigkeit, mit der sich das Ge-
riicht verbreitet? Schreibe eine Formel fiir eine langsamere Verbreitung hin.
Wie muss sich der Funktionsgraph verdandern?

f) Versuche die Aufgaben a) und b) numerisch zu 16sen.

g) Wie konnte ein entsprechendes diskretes Modell lauten.
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Wir gehen davon aus, dass der Matrizenbegriff schon bekannt ist. Der Umgang mit Matrizen ist besonders re-
chenintensiv, daher ist es kaum moglich, sinnvolle Anwendungsaufgaben praktisch durchzufiihren. Mit dem
TI-89 und dem Voyage 200 haben wir nun die Gelegenheit, die Rechnungen auszulagern, und uns auf die we-
sentlichen Grundlagen zu konzentrieren. In diesem Papier werden zwei Anwendungen angeboten:

(1) Eine Querverbindung zur Geometrie, die eine Vernetzung von Anwendung der Matrizenrechnung, Trigono-
metrie, Vektorrechnung und rdumlicher Anschauung herstellt.

(2) Eine Aufgabe aus der Okologie, die den Einsatz von Ubergangsmatrizen zeigt.

Erzeuge einen neuen Folder mit dem Namen matrix, indem Du in der Eingabezeile schreibst: newfold
matrix. Stelle iiber das Winkelmall Ang1e auf DEGREE ein. Zur Eingabe von Matrizen siehe die Hin-
weise auf der letzten Seite.

Vom Schrigriss zur perspektiven Darstellung

Fiir die Darstellung von rdumlichen Objekten stehen unterschiedliche Verfahren zur Verfiigung. Sie
reichen von der Freihandzeichnung {iber die Fotografie zu strengen geometrischen Methoden, wie
Darstellung in Grund-, Auf- oder Schrégriss. Sehr anschaulich sind perspektivische Bilder, da sie die
rdumliche Wirkung besonders zur Geltung bringen.

Ein rdumliches Objekt wird durch die Menge seiner Punkte bestimmt. Es kann eine Raumkurve oder
eine durch eine oder mehrere Flachen begrenzte Figur sein. Wir wollen die Abbildungsverfahren an
einer Pyramide mit einer rechteckigen Grundfléche erforschen. Die Pyramide hat ihre Basis ABCD in
der xy-Ebene mit A(4,0,0), B(4,6,0), C(0,6,0) und D(0,0,0). Die Spitze S der Pyramide liegt in (2,3,5).

Wir beschreiben die Pyramide durch ein

..Raumpolygon“ [A,B,C,D,A,S,C.B,S,D]. W
Das Problem besteht nun vor allem darin, die dreikomponen- ; : g ; : g
tigen Koordinaten des rdumlichen Objekts in Koordinatenpaa- @ aa @ e a
re des ebenen Bildes des Objektes zu transformieren. . ; 2 g +pura ; 2 g

0 & o 0 & 0
Piy2) = Py, ) 606, 02 50,0, Ohwuro

Eine allgemeine axonometrische Abbildung (Grund-, Auf-, Seiten- und Schrégriss sind Sonderfille
davon) ist festgelegt durch die Winkel ¢ und g, die die Bilder von x- und y-Achse mit der waagrechten
Bezugsgeraden bilden, sowie durch Verkiirzungsverhaltnisse vy, vy, und v, in den Achsenrichtungen.
Beim Schrigriss bilden z, und x, einen rechten Winkel, y, bildet den Winkel B und nur die Abstdnde in
y-Richtung werden verkiirzt.

Skizziere einen Schrégriss der gegebenen Pyramide mit = 30° und v, = 0,5.

Die Skizze soll die Ableitung der Transformationsformeln begleiten, die eine einfache Anwendung der

Winkelfunktionen in rechtwinkligen Dreiecken darstellt: Yizp
B (xp, Ye)
— _ — . . i . . i &
x,=t-s = y-v,-cosff — x-v, -cosa
y,=-—u-v+z.v, =—y-v sinff - x-v -sina + z-v,
Yo
oder in Matrizenschreibwelise : :
—v.cosa —v, sina
(x,,y,) = (x,»,2) | v,cos 8 —v, sinf
0 %

z
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Bevor wir das Objekt pyra darstellen, sollen auch die Achsen abgebildet werden. Bei dieser Gelegen-
heit werden wir sehen, wie wir zu einer rdumlichen Darstellung kommen. Das Achsenkreuz wird
durch das rdumliche Polygon achsen definiert. Als erste Darstellungsform wéhlen wir die recht be-
liebte ,isometrische Projektion*. Hier bilden die Bilder der Achsen miteinander die Winkel 120°
(a=8=30°) und es gibt in keiner Achsenrichtung eine Verkiirzung. Wir definieren die entsprechende
Abbildungsmatrix, speichern sie unter dem Namen iso und wenden sie auf die Matrix achsen an:

achsen =

S O O O
L O O O O
S O v O O

vlﬂ ngF;Era CFaglv-:. CItT%er‘TPr‘ngDTElean UpT_\ vlﬂ ngF;Era CFaglv-:. D{PI;'E'PTPPFQSNIDTCIEFEEV: UpT_\
[2 3 5J [ A [13 @ B0 O
0 oo o o @ g8 0 a g al
8 0 0 2 0 o [ -I% 7
B0 0 @aa ~os(3@) -sin(3M Tr TLz
=l 8 8|+ achsen oo s I[CDS(SD) 'sin(3EI):| +izo FE Lo
oo o oo o o] 1 2
038 0 o8 ol Lo 1
W 0:0.0.8:0.0.0;0.8.01+achsen LI icos(30),. "2inc30);0,.11+iz0
A TR DEG EXACT FUNE 2,30 MATRIR DEG EXACT FUNEC 3/ 30

1

B achzen-isao

vi-ﬂ Al gF;Er*aJ Cragfc, U{PI;EPTPPFQSN I I:I]l’-li 1 erasr: UPT_\
o] o]

In der ersten Spalte finden sich die x- und in der zweiten die
y-Koordinaten der Bildpunkte. Das Problem besteht darin, die
den Zeilenvektoren entsprechenden Punkte in geeigneter Form
in den Grafikschirm zu iibertragen. Dazu wiirde sich ein Pro-

B | gramm anbieten. Wir wollen hier aber nicht programmieren,

achsen*iso
MATERIY

DEG EXACT

FUWC /%0

Vorgangsweise.

sondern wihlen eine einfache - und leicht wiederholbare -

Die Matrix wird transponiert (Spalten und Zeilen werden vertauscht) und erste, bzw. zweite Zeile
werden als Listen achsx, bzw. achsy gespeichert. Dazu miissen aus dem [MATH] 3:List-
-Untermenii zwei Befehle abgerufen werden (einer zum Transponieren der Matrix und einer, der einen

Zeilenvektor in eine Liste umwandelt):

= - Fx T Fov T FEw T o T % T i T " [l-'i T Fiw T 5 T i T TE T FE™ T ]
HATH irﬁer- PngsmIUTmeFasn UpT_\ - E Algebra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up vE Alasbra|Calc|Other |PramiI0|Clean Up
= Humber L
41SortA T
. Si30neh 1 o+ | Lo E 4.3 -4
is Fa . - - . -
FroumSum 415 -4 403 4 @ o
SE?PDduGt( o} e} e} mpatelizt{| O a2 1|[+ achs=
: gile ®achsen-iso o] ]
5 EHE s , .
: g
fCa guqas_ CfaL?st( a a 8 4.3 -4
fieereoic ) Bieliuali 4 a5 s oS 00 o sl
acNSeENn®1ls0 fmatPl1=i ¢ mattlist<ans (1| mat Pllst(ans(i)"'[i])-)achsx
TUFE OF USE €311 + (ENTERISOF, AHD LEZCI=CANCEL. HATRIE DEG ERALT FIRE 3750 HATRIE FUNEC_ 3750

ENTER [ANS] (die Matrix), dann iibertrage mit [ENTER] das ,,Transponiemngs—T“

. [1] bezeichnet das

erste Element der ,,gekippten Matrix“, das ist nun die erste Zeile, die erfolgreich in der Liste achsx
gespeichert wird. Wiederhole den Vorgang fiir die zweite Zeile und erzeuge die Liste achsy.

- {— ngebr‘a Calc, Dther‘ Pr‘ngD Clean UP

g bamatreka Flak 1 il
wdline+

PlDL Tupe.

-41’

mmatrlist B

FHTRIR

_4 Flot
2(] + achzy
-4

matillﬁt(ang(2)7[2])+achuy

ADATRFAEEaMah kD

FPlot &:

t
foe
o
oo
L fa L=

E

WD - o
L nEo oo

E b

Dot +
..... achsi
. achsg

Rici L Lhked
Usze Freq and CELEQDPIES7 MO+

e

(Enter=SAUED (ESC=CAHCEL »

FUNC

=]
=
&=
Ead
=]

DEG ERACT

MHATEIR DEG ERACT FUMT

Diese Listen werden nun in ein Diagramm tiibertragen. Im Funktionseditor [#] [Y=] steuern wir den

Plot 1:

an und 6ffnen mit [ENTER]. Die Einstellungen sind wie oben zu treffen. In die Felder fiir x

und y tragen wir die Namen der Listen ein und dort wo ein kleiner Pfeil > steht, wird mit (O ein Aus-
wahlfenster gedffnet. Vergiss nicht, mit [ENTER] die Einstellungen zu speichern.
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Nun sieht man im Funktionseditor den kiirzlich definierten Plot, das Hékchen zeigt an, dass dieser Plot
aktiviert ist, d.h., dass er beim Wechsel ins Grafikfenster mit [¢] [GRAPH] gezeichnet wird.

T Few | F2 & Few [ FEv |17 T AN T FEw T FE™
- E Zoon|Trace |Rearaph [Math|Drzw |~ vE Zoon|Trace [Rearaph|Math | Draw|-
ADRTRitameneta | | T - T T T . T T T SRAFH FORMATS }
Plct 72 F o
Flot &% oo P Coordinates... RECT+ R
Plot ot A S A Graph Order... SE@+ S
Elot 4: A R A S A A Bridesoesieans OFF + o
g%gt % .................... ez cunnnnnns FF +
B - i i o Lepains Durzer BEE T
22 A R S S S .| Enfer=SAUE> (ESC=CAMCEL: ). . .
i A S S R S P :
FARTER. TEE EVRET FORE FRTETR TEG ERAET FURE UEE < AND 5 TOOFEM CHOEE

Das Bild entspricht i.a. noch nicht unseren Vorstellungen. Die [¢] [WINDOW]-Einstellungen sind mogli-
cherweise zu dndern (hier reicht 4:ZoomDec), die Koordinatenachsen und das Gitter deaktiviert
man iiber [¢] [F] oder [F1] 9:Format wie oben dargestellt. Wenn das alles gelungen ist, wird sich das

Achsenkreuz in isometrischer Darstellung prasentieren.

1 Fir Fiwr Fyr [ Fer
- E AlgesbrafCalc|dther [PramI0|Clean Up
SDATA M EAmMs  fct
Flot 7:
353 3 Flot &:
Flot S
I3 -5 Plot 4
Flot 3t
Iz L= - RETARFIENEE MR R
= a2 <Plo TL=s - wmatriztachs: matriztachse
1=
a o] gz=
{2 -5 -3 @ -2 S5-2 -3 -5 Seop| | H3E
matrlistCansC2OTI2] 3pyy
MATRIY DEG EXACT FUNC MATRIY DEG EXACT FUNC 7/20 MATRIY DEG EXACT FUNC

Wenn man nun die gleiche Prozedur auf pyra anwendet (erzeuge z.B. die Listen pyx und pyy und
definiere mit ihnen den P1ot 2), sollte man schon erfolgreich die Darstellung der Pyramide sehen

konnen.

MATRIR DEG EXACT FUNC

Fx F4 FEr Far
Trace|Regraph|Math|Draw|~

Tm_Few

i

Zoom

MATEL DEG EXACT FUNC

Definiere nun die, den Schrégriss von Seite 1 (8 = 30°, v, = 0,5) erzeugende Transformationsmatrix
schr1 und erzeuge das entsprechende Bild (Achsen + Pyramide). Dabei miissen fallweise die

[WINDOW]-Parameter angepasst werden. Der Schrigriss ist rechts oben abgebildet.

1 Fer i FE [ |f1 T Fer ]’ 4 T K FE 54
- E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ - E AlgebralCalc DLher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ

-cos[E)
m L 5-cos{3E)
o} 1

-sincE)
Zwei Abbildungen von ,,un-

terwegs® sollen die Vor-
gangsweise unterstiitzen.

- 9-2in(300 |+ schrl

E‘A|’a|...

.05¢307, .55int307;0,11%schel
G ERACT FUMC B/20

z
3.—f -4 -3s2
c}
LF -2 17-4
- 104
] ]
1 0 -372 -372 0O O 174 -372 b
mat FlistCans{(23T[2]1)py
MATEIR DEG EXACT FUMC 14/20

MATEL DE

Fiir die Anwendung unterschiedlicher axonometrischer

Abbildungen ist es praktisch, eine Funktion
aff(vx,vy,vz,a,p)

zu definieren.

Die griechischen Buchstaben erhélt man {iber G A

bzw. G B.

Erzeuge die Transformationsmatrizen iso und schr1 mit
Hilfe von aff () und iiberpriife die Identitét.
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Fer Faw o Fuw 3 FE™
Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

I )

o
o -3S2 174

-32 00 - 342
S oSl o)
| |
Dohe

L

W

Sy Singo
Uy - cosi ) Suy - sinCR | affiwe, wa, uz
o]
W s, velraf FCux vy, ve o, B
FATRIR DEG EXACT FUMC 15420
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Ubungsaufgaben:

a)

b)

c)

d)

Welche Parameter erzeugen Grund-, Auf und Seitenriss? Erzeuge ein Bild der Pyramide mit allen
drei Rissen.

Stelle einen Wiirfel, Oktaeder, Tetraecder oder eine Figur deiner Wahl in mindestens zwei ver-
schiedenen Projektionen dar.

Die ,,Militirperspektive* lasst den Grundrifl unveréndert und verkiirzt in der z-Richtung mit dem
Faktor 0,5. Damit wurden frither anschauliche Bilder von Befestigungsanlagen hergestellt. Erzeu-
ge die Transformationsmatrix mi1 und bilde ein Haus ab.

Eine besondere Projektion heilit dimetrisch. Dabei erscheinen y- und z-Achse unverkiirzt und bil-
den in der Projektion den Winkel 97,18°. Die x-Achse wird im Verhiltnis 0,5 verkiirzt und ihr
Bild schlieB3t mit den Projektionen der beiden anderen Achsen gleiche Winkel ein. Erzeuge das
dimetrische Bild eines Objektes deiner Wahl.

1 Fzw FE: F&r 7 Fi 1 Fzv FE FE™ 7 Fi
P il — Al

- f—|Zcom Tr*a-:e Regr‘aph Math|Draw ~ f—|Zaom Tr*ac,e Regr*aph Math|Draw

HATRIR DEG EXACT FUNC HATRIR DEG ERACT FUNC MHATEIR DEG ERACT FUNC

Grund-, Auf- und Seitenriss Haus in Schrégriss und in Militérperspektive
der Pyramide

Eine Raumkurve wird durch einen Vektor mit einem Parameter dargestellt. Die einfachste Raumkurve

stellt die Gerade in Vektorform dar, z.B. Gerade g(A(3,3,0),B(0,3,4)). Als zweites Beispiel wird ein
Kreis mit dem Radius 3 und Mittelpunkt M(2,-2,2) beschrieben, der sich in einer Horizontalebene
befindet. Die dritte Kurve ist eine Schraublinie (Helix). Wir wollen alle drei Kurven im Schrigriss

darstellen.

|f1 ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ 5 T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
B[E 3 01+L-[-F @ 4]+ gerade
[ZT-3-t 3 4-1]
B[E-cos(ty+ 2 F-sin(t)-2 2]+ kreis
[Z-cos(t)+2 F-sinft)-2 2]

l[4-cns(t) d-=init]) ]+helix

_t
200

4-cosity 4-sinCt) 2EIEI]
[4cosCt) . 4sintt) .t 2001 +helix

MATRIY DEG EXACT FUMC 220

Vorerst aktivieren wir nur die

Achsen im Funktionseditor. T B T LIRS A G
- §—|[Alasbra|Calc [ObherPrgmI0Clean Up ~ = |zoon|TraceRearaph Mathloraw] - & |1
T === SEE ] I

Die Multiplikation mit der Transformationsmatrix liefert
eine Parameterdarstellung der gesuchten Bildkurve, die
wir am einfachsten mit dem DrawParm () -Befehl in den
Grafikschirm iibertragen:

(Nur die Variable t darf als Parameter verwendet werden!)

DrawParm(x-Wert, y-Wert, Startwert_¢,
Endwert_¢, Schrittweite_t)

Schreibe drawparm, kopiere mit

ENTER] den Vektor in die Eingabe-  |= serade-sche [3 A K J_ -3 4t 3/4]
zeile, 16sche die eckigen Klam- “DrawPsrn 3-b+ S5 3 4t -304,0,1,1

[4 cosit) 4-sint) 2—‘60]

—_

Done|

mern und ergdnze die Werte flir TAReraxIC3>,/4-3, A%t -3/, 0.1, 1]

MHATEIR

DEG ERACT FUWC B30 MHATEIR DEG ERACT FUNC

den Parameter t.
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Der Kreis wird dazu gezeichnet.

Bevor wir die Schraublinie zeich-
nen konnen wir iiber

1:C1rDraw alle Kurven 16-
schen.

TI-89/Voyage 200 — Matrizenrechnung

T Fevr | F= FEw | _FE™
- E Zoom|Trace Regraph Math|0raw|r

/ é;{:E

DTr=rar T T 0. 1o 1

® kreis-schrl

[-3.605(0,,@_

EES
z

u OrawParm -3 cos(h) + M -

v:[— ngebra Calc. DLher‘ PPngD Clean Up
£l

Done|

-2 52—
ﬁ_a’

Done|

R

—_

w22, 5/2 3*31n(t)/4 B 360.5]

MI\TI‘iIx

MHATEIR DEG ERACT FUNC

1 Fer FE FE™ |7
ngebr*a Calu: DtherTPPngDTClean Upﬁ - E flalal}] Tr*a-:e Regr*aph Math|Oraw |«
= DPauPaPm -Z-coslt) + ———————— - — -
Done
®helix-schrl =
; t. ;
[E-smct)—:t-msct) ﬁ—suﬂit)] C—
B Or-awPatm [B-sin(t) —4-cost) TEEI - =irk
Dohie
w11, ans{1>[1.21.-360,.720.10
MATRIY DEG EXACT FUNE 9/30 HATEE TEG ERACT FINC

Besonders anschauliche Bilder liefert die per-
spektivische Abbildung oder Zentralprojektion.
Bei ihr wird angenommen, dass das Objekt von
einem Augpunkt O auf eine Projektionsebene r
projiziert wird. Die Schnittpunkte der Sehstrah-
len OP mit r liefern die Bildpunkte P*.

xz-Ebene

Vergleiche die Skizze und die zugehorige Vektorrechnung. Wir nehmen an, dass die xz-Ebene die

Bildebene 7 darstellt. (Daher muss die zweite Koordinate - die y-Koordinate - des Bildpunktes ver-

schwinden!)

Fx T Frr Trs-Tru-T FE T F&™ T]
- E AlasbralCalc|0ther PramI0iClean Up

Fx T Frr ]’rsz ruv]’ FE T F&™ T]
- E AlasbralCalc[0ther [PramI0iClean Up

Fx T Frr ]’rsz ruv]’ FE T F&™ T]
- E AlasbralCalc[0ther [PramI0iClean Up

a[pl p2 pI]:p [Pl P2 p3]
#[ol oz o3]*a [ol oZ oF]
"o+ k(p-a)

[kE{pl—oll+ol k- (p2-o2l+o02 k-(F3-)
slo+k(p-o))[1.2]=0 k-(p2-a2)+a2=0

Wolus(k(pZ-o2)+02=0,K  k=—s2

'D+k'(P—DJ|k=#_2p2

[ -[ol-p2 - 02 -pl) 0 p3-

o2 - p2
{ol-p2 —a0Z-pl)
o2 - p2
oZ2-pl —ol-p2
[ o2 —p2

(03 - p3)-p2
o2 - p2
(o3 -p3,
P3 - oF —F
02 p3 - 0i-pd
o2 - p2

= cDmDean[[

02 o
o ol
-o2

JIFl P2 P31
P2 — 02
[D2'P1 _
o2 - p2
-o[1,2] Bo@
#lafl, 11 B8 o[1,3]

o2-p3 - 03 -p2
o2 - p2

o}
ol -p2
o2 - p2

+ perio) Done|

o2 - p2
solve(k®(p2—oadd+o2=0, k)|

20l1,.311[0,.0, 0l1,2]11]1+per<Cod

MATRIY DEG EXACT FUMC 1B./20

MATRIY DEG EXACT FUNC 1B./20

MATRIY DEG EXACT FUNC 1B./20

Raumpunkt P und Augpunkt O werden definiert und der Sehstrahl OP mit der xz-Ebene geschnitten,

indem man die zweite Koordinate des Bildpunktes = 0 setzt. Der daraus resultierende Wert fiir £ wird

in den Schnittpunkt eingesetzt und so erhilt man die Koordinaten des Bildpunktes, von denen wir aber

nur die erste und die dritte bendtigen. Die Matrizenoperation im rechten Bild fiihrt ebenfalls zum Bild-

punkt.
R ebralcorelnther PronTolc Lo U] || [oinlnlachralcorelot ferFrantolciemn ue] || [F ol cbralcatelotherPrasiolc1em Us] |
"[16 -28 El+o [18 20 £] ["LFblo, pktill, 11 Pblo,FRLI[L, 311+ FR(o.F| [SLFbto, pREIL1, 11 Fblo, PRLILL . 311+ FRCO P
28 B [ Diore Diore
" perio) 1B 8 & mppio,[2 3 Shhhbs [79/23 % mppio,[2 3 Shhhbs [79/23 %
98 2 lappio,[4 @ OD+ba [4 o] ["ppio.[4 @ B +ba (4 o]
ﬁ per(a) + phto, pkt) wppio,[4 & G114 kb [7a-13 18-13] [wppca,[4 & 6T+ bb [Fa-13 18-13]
FltL1. 2] =001, 2] bonel [FPPIEL[E & BT s be [38-13 18131 [wppca.lo s 8D + be [38-13 18-13]
11 i imary 7T mppCo.[@ @ 6T+ bd [0 o] [=prco.lo @ 0 +bd (o @

ALk Let 51

wl1.phCo, . pkt2[1,311]1rpplo, pkt)

[4,.0; '?EI/13 18-13;30-13,18-13;

MATRIY DEG EXACT FUMC 1B./20

MATRIY DEG EXACT FUNC 1B./20

MATRIY DEG EXACT FUNC 15#30

Die Funktion pb (o, pkt) erzeugt den Bildpunkt von pkt bei Betrachtung aus dem Auge o in der
Bildebene und schlieBlich pp (o, pkt) ergibt die zweidimensionale Projektion des Punktes — das per-
spektive Bild. Leider lésst sich die Abbildung des kompletten Objekts nicht durch eine Matrizenopera-

tion durchfiihren, da die jeweiligen Punktkoordinaten in die Operation einflieBen. So muss man alle

Punkte einzeln abbilden und die Einzelpunkte wieder zum Gesamtbild zusammenfiigen. Anschlieend

extrahiert man wieder die Listen und zeichnet das Objekt — aber in Perspektive.
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Oder aber, man erzeugt sich eine Funktion, die das erledigt. Da diese Funktion etwas aufwéndiger ist,
werden wir sie im Programmeditor erstellen. Rufe iiber [APPS] den Program Editor auf, wihle
Function als Type und gib der Funktion den Namen persp. Ubertrage die Funktion in den Editor.

&
- {— CDnLI"‘Dl I/D UaP F1nd MoJe

T&
- {— CDnLI"‘Dl I/D Uar‘ Flnd Nodve

T&
- {— CDnLI"‘Dl I/D Uar‘ Flnd Nodve

Ber‘sp([) :Eersp(o LOBJr
HEK iFram H P
E | H Local r]51ib11d
Tupe:  Functions FEnaFrgn i L
Folder: [UE L ] H
Uariable: 5Ep<o obJ[l])-Dblld[ll
Enter=0k ESC=CAMCEL ;bl 1d
fEndFunc

MATRIY DEG EXACT FUNC

MATRIY DEG EXACT FUNC

MATRIY DEG EXACT FUNC

Wir erzeugen zuerst die leere Matrix bi1d, die genau so viele Zeilen wie das abzubildende Objekt,
aber nur zwei Spalten hat. Dann wird in einer Schleife jeder einzelne Punkt der Transformation unter-

worfen und sein Koordinatenpaar Zeile um Zeile in die Matrix b1 1d {ibertragen. Das ,,bi1d* erscheint

dann im Homescreen und wird in der bewéhrten Methode (transponieren und Zeilen extrahieren) in

ein Diagramm umgewandelt. Das Ergebnis ist unten zu sehen.

|f1 T Fer Tr3v‘|’ ruvT FE T [ T]
- E AlgebrafCalc|0ther Pragml0|Clean Up

17 |_Fzr F&* |F?

FE
- f—|Z oM TPac.e Regr‘aph Math|Oraw|«

" (perspio, puras)|
[4 Yo-13 30-.13 0 4 TO-23 30013 7o

8 18413 18413 8 8 L& 1z 12’
lmaL)lisL[[

4 FO-13 30013 004 YOC23

118
23

o 12-13 18413 0 0 g

matbllst(ans(2)[2])+pp9

MATRIY FUNC 21,20

MATRIY DEG EXACT FUNC

Wihrend jene Kanten, die parallel
zur Bildebene verlaufen auch pa-
rallele Bilder haben, scheint das
andere Paar von parallelen Grund-
kanten einem ,,Fluchtpunkt™ zuzu-
streben.

In der néachsten Bilderreihe ist das perspektive Bild eines Hauses (mit einem gednderten Augpunkt) zu

sehen. Daneben werden die Erzeugung und das Bild der Helix in Perspektive gezeigt.

|f1 T Fr ‘l’rsTru 'l’rs F& T]
- E ngevbr*a Calvc. Dth;r* F'r‘ngD‘I’Clear‘nv g

1 Fev |_F3 FEv | FGT |F7
- E Zoom|Trace Regr‘aph Math|Oraw|«

HATRIR DEG EXACT FUNC

B perspio, helix)
10-(2-cos(t) + 5intt))  240-siniti+t
sin(t) + 5 40-[sinlt) + 5)
182 -cosit) + sin(t)]  240-zit
= OrawParm Zir(L1+5 » 40-(sin>
Done

L CA0¥CsinCEX 4503, ~360, 108010

HATRIR DEG ERACT FUNC 230

HATRIR DEG ERACT FUNC

Weitere Aufgaben:

e) Stelle einen Quader dar, bei dem die Kanten der Grundfldchen nicht parallel zur xz-Ebene sind und
beobachte die ,,Fluchtpunkte der jeweils parallelen Kanten. Je ndher sich der Augpunkt beim Ob-

jekt befindet desto stirker kommt die Verzerrung zur Wirkung.

Bilde Kreise in Parallelprojektion und Zentralprojektion ab. Wiahle Kreise und Augpunkt so, dass

in Zentralprojektion alle Formen der Kegelschnitte als Bilder entstehen.

g
denen Projektionen dar.

Erzeuge Objekte, wie den unten abgebildeten ausgeschnittenen Wiirfel und stelle sie in verschie-

MATEL DEG EXACT

FUMC

MATEL

DEG EXACT FUMC
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Tiere auf Wanderschaft

Wissenschaftler haben die Wanderbewegungen einer bestimmten Tierart beobachtet. Zu diesem
Zweck wurde ein groeres Gebiet, das von dieser Spezies bewohnt wird in 5 Regionen geteilt. Eine
Anzahl von Tieren wurde markiert und man konnte ein einigermal3en stabiles Wanderverhalten der
Tiere beobachten. Eine ,,Ubergangsmatrix beschreibt die Migrationsgewohnheiten der Tiere.

Anteil wandert ein in
Region 1 Region 2 Region 3 Region 4 Region 5

2 Region 1 0,60 0,10 0,05 0,10 0,15
s

g Region 2 0,10 0,50 0,10 0,05 0,25
—c§ § Region 3 0,05 0,10 0,70 0,05 0,10
= Region 4 0,20 0,20 0,10 0,40 0,10
§ Region 5 0,15 0,15 0,00 0,15 0,55

Eine Zéhlung ergab fiir die 5 Regionen die folgenden geschétzten momentanen Bestandsmengen:
2500, 3600, 1700, 2100, 2400.

a) In zwei Jahren wird wieder gezéhlt. Wie viele Tiere sind in den Regionen zu erwarten, wenn an-
genommen werden darf, dass sich das Wanderverhalten nicht wesentlich d&ndern wird?

b) Wie sehen die Bestinde in 10, in 20 und in 50 Jahren aus?

c) Wird sich einmal ein stabiler ,,Gleichgewichtszustand einstellen? Wie sicht dieser aus? (natiir-
lich unter der Voraussetzung von Verhaltensweisen, die sich nicht wesentlich dndern — etwa durch
Umweltkatastrophen, ein geédndertes Nahrungsangebot, Eingreifen des Menschen, usw.)

d) Okologen fangen 800 Exemplare aus Region 2 und verteilen diese gleichmiBig auf die vier ande-
ren Gebiete. Beantworte die Fragen a) — c) unter den geénderten Bedingungen.

Losungsvorschlag

Die erste Zeile der Tabelle bedeutet, dass ca. 60% der Tiere, die sich in Region 1 authalten standort-
treu bleiben, 10% von ihnen wechseln in Region 2, bzw. Region 4, 5% wandern aus nach Region 3
und 15% begeben sich nach Region 5. Warum ist die Summe in den Zeilen immer 1?

Wie grof3 ist daher die Population im nichsten Jahr in Region 1?
2500 x 0,60 + 3600 x 0,10 + 1700 x 0,05 + 2100 x 0,20 + 2400 x 0,15 = 2725

Berechne auch den Bestand in den anderen 4 Regionen — mit der Hand, oder mit Hilfe einer geeigne-
ten Matrizenoperation!

Da diese Matrix etwas umfangreicher ist, wird sie als neue Matrix (New. . .) im Data/Matrix Edi-
tor erzeugt, der iiber [APPS] gedftnet wird. Die 5 x 5 Matrix soll den Namen ueb erhalten.

I’F: T Fz T Fz T T B FE 1 : e
vEPlot Setup|Cell [ s lai va L [ mads
HEW 2y
. cl =] [ o cS
Tupes: Hatrixs 1 &0 [.1d [0 i is
Falder: matii z ig o] o] [] o]
Uariable: ueh 3 [E] [E] [E] [E] [e]
Row dimension: |2 d4 [5] [£] 1] [£] []
Col dimension: 3 5 ] o] [o] [o] [c]
(Enter=0K__ > CESC=CAMCEL> &
7
r2c2=.5
FIRTRIR TEG AUTO FUNLC MHTRI TEG AUTO FUNT
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Die Elemente werden nacheinander eingegeben. Jede Eingabe wird mit [ENTER] abgeschlossen.

Der Bestand wird entweder in absoluten Zahlen als Zeilenvektor best und/oder allgemeiner in seinen

Anteilen (in %) als bestproz festgelegt. Die Multiplikationen best * ueb bzw. bestproz * ueb zeigen

die Bestinde nach einem Jahr.

T Frr G FE F&™
- E AlasbralCalc|Other PramI0iClean Up

[fi T FEv Trsz ruv]’ FE T FE™ T
vE AlacbraCalc[0ther [PramIdClean Up

T Frr FEx |_Fuv FE F&™
- E AlasbralCalc[0ther [PramI0iClean Up
ll?lS. 2]
2975, 00

[.15 .15 @.e@ .15 .55 [.24
W[2500 3600 17AE ZIAA 24000 + best e st ep?
bt [2568 Z6A8 1780 2108 2460] “oall [2818.50 2750.25 1927.25 1643.80 31
Toage + bestproz . T =4 reEle.S 27S0.25 1927.25 1649, 3155.]
[.28 .23 .14 .17 .zag|"Cbesteroz ueb) .15 123060
R 14 , [.23 .22 .16 .13 .26]
[2725.00 3008.00 1255.00 1715.00  29) .24)lm bestproz-ueb? [L23 .22 .16 .13 .26]
(hest¥uebh2T Chestproz¥uehdT] bestproz¥ueh”2
FATEIY DEG AUTO FUMC 10,/%0 FATEIY DEG AUTO FUHC 1230 MATEIR DEG AUTO FUMC 15420

Nach zwei Jahren sind nach dem Modell 2819, 2750, 1927, 1649 und 3155 Tiere in den verschiedenen

Regionen.
Das sind die Bestinde nach 10 Jahren:
und nach 20 Jahren:

und nach 50 Jahren:

Welcher Schluss konnte gezogen werden?

|’F1 T Fev T [ T d FE FE™
bt E Algebra|Calc DtherTPPngDTClean Upﬁ
lbestpr‘oz-uebz [.23 .22 .18 .13 .Z2&]

2RI S+ 2VI0.25 + 192725 + 1649 + 3155
12300, 0o

" best. - ueb 22

[2923.23 2594.96 1907.15 1664.84 32)p
" best - ueb T

424 2594.96 1907.14 1664.84 3209.83]

best*ueb™L )

HMATEIR DEG HUTO

FUWC 18420

Wie lauten die Prozentanteile fiir die fiinf Regionen nach

50 Jahren?

Fiihre nun die Aufgabe mit dem geénderten Anfangsbestand

aus.

bestneu = [2700, 2800, 1900, 2300, 2600]

Wir wollen nun versuchen diesen ,,stabilen* Zustand auch zu berechnen. Wenn es ihn gibt, dann muss

die Multiplikation des Bestandsvektors a = [a,, aa, as, as, as] mit der Ubergangsmatrix ueb diesen un-

verdndert lassen, also

a*ueb=a;

fiir welchen Vektor a, gilt dies, wobei aber auBBerdem die Summe aller Vektorkompo-

nenten wieder 1 sein muss (wenn wir mit den %-Anteilen rechnen).

Es entsteht das folgende Gleichungssystem:

0,60 ap + 0,10 ar + 0,05 as + 0,20 Ay + 0,15 as = a,
0,10 ap + 0,50 ar + 0,10 a3+ 0,20 a4+ 0,15 as = dap

(1
2
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Diese fiinf Gleichungen sind linear abhéngig und liefern keine eindeutige Losung. Eine der fiinf Glei-
chungen wird ersetzt durch die oben genannte Bedingung, dass a;+a, +a; +a; +as=1 (6).

Warum sind die fiinf Gleichungen (1) — (5) nicht von einander unabhéngig?
Lose das Gleichungssystem.

Tipp: Speichere die fiinf Gleichungen (etwa unter den Bezeichnungen g11, g12, ..., g15) und 16se
dann das System mit solve(g11 and g12 and g13 and g14 and g15,{a1,a2,a3,a4,a5}).
Wenn die absoluten Bestéinde gefragt sind, muss man die %-Anteile umrechnen oder man nimmt als
fiinfte Gleichung eben a; + a, + a3 + a4 + as = 12300.

i T Fov Fiw |_ Fuw FE 5
Fllgebr*a Eal-:. DLher‘TPr‘ngDTClean Upﬁ - E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
L1-32+.85-a3+.2-a4+.15-a5=al +gll =
6I3 al+ .10 -aZ+ . 05-a3+ .20 a4 + .15 a2k lai+a2+a$+a4+556112291583+a4+85=1
g+ .5-32+.1-a3+.2-24+ .15 a5 =a2+gll n
L0 al+ .50 a2+ .10-a3 + .20 54 + . 15 2 solve(all and 312 and 913 and igl‘;ng'“;‘:
B E5-22+.05-83+ .44+ .15 55 = a4 + gld =
€3l + .05 32 + .05 a3+ .40 38+ . 1555 = a4 Tl A L Lasae
moO5-al+.l-a24 723410542333 913 mzolueigll and 9lZ and gl3 and ald and b
-05-al+ .10 az+ .70 33+ .10 a4 = a3 al=2923.24 and az = 2594.96 and a3 = 1%
al+a2+a3+ad+ab=1-+glh| ~14 and glb.{al.a2.a3 . ad.ab>
MATRER TEG AUTO FUNC 8730 TRTRIR DEG AUTD TUNC_B7=0

Vergleiche mit den Antworten von vorhin! Wie man deutlich sehen kann, héngt die stabile Endvertei-
lung tiberhaupt nicht von der Anfangsverteilung ab. Diese geht auch nicht ins Gleichungssystem ein!
Uberpriife diesen Sachverhalt mit einer ganz ,.extremen® Anfangsverteilung. Wie sieht es dann nach
50 Jahren aus?

Noch ein interessantes Rechenexempel soll folgen: Wir i, Fer Tmr 1 B 0o P il ley o

16sen das Gleichungssystem (1) — (5) von vorhin, ohne dass HZE;' :g
wir eine Gleichung ersetzen. ", 15-31+.25-22+.1-33+.1-34+.55 a5 =}

3-al a2 a3, ad 11-a5
I "E ettt
msolue(gll and 912 and 913 and gl4 and

sungsmannigfaltigkeit. Der Parameter wird durch @1 aus- | ¢ZLEL ang a2 =28-FL ong 23=-1525

gedriickt (es kann auch eine andere Ziffer auftreten). ~and ad4=639%E1-1232 and ab=01

MATRIY DEG EXACT FUHC 1220

Wie prognostiziert ergibt sich eine einparametrige Lo-

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems lautet demnach:

b

( 51 249 183 639 j
a=—t ay=——t, ay = —1,aq, =——I, a; =1
56 308 308 1232

Suche nun jene spezielle Losung, bei der die Summe aller Variablen den Wert 1, bzw. 12300 an-
nimmt.

Es werden wieder die Ergebnisse von vorhin auftreten.

Eingabe einer Matrix

Eine Matrix kann auch direkt im Homescreen eingegeben werden: die Elemente werden zwischen
eckige Klammern geschrieben, wobei sie durch Kommata getrennt werden. Die Zeilen werden durch
Strichpunkte getrennt, z.B. [1,2,3;4,5,6;7,89]. Wenn man die Matrix in die Eingabezeile ko-
piert, dann erscheint sie allerdings in einem anderen Format: [[1,2,3][4,5,6]1[7,8,9]]. Zeilen-
vektoren [1,2,3] erscheinen in der Eingabezeile als einzeilige Matrizen: [[1,2,3]] und Spalten-
vektoren [1;2;3] als Matrizen der Form [[1][2] [3]]. Die direkte Eingabe empfiehlt sich fiir klei-
ne Matrizen.
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Fiir groBere Matrizen ist die Eingabe iiber den Data/Matrix-Editor zu empfehlen, wie auf
Seite 7 beschrieben. Dabei wird diese Matrix auch gleich unter einem Variablennamen gespeichert.
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