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Der allererste Einstieg in den Gebrauch eines TI-83+

Diese Unterlage ist fur Kollegen und Kolleginnen gedacht, die noch wenig Erfahrung im Ge-
brauch eines TI-83+ haben.

In diesem Papier wird mit der englischen Oberflache gearbeitet, da die deutsche nach Erfah-
rung des Verfassers eher anfallig flr Fehler ist und weil es nicht schadet, dass sich die Schi-
ler langsam das englische Fachvokabular aneignen. Fir spatere Internetrecherchen auch im
Fach Mathematik ist das sehr nutzlich.

Nach Einschalten des Geréates liber wird i.a. ein leerer Y-YARS
Bildschirm gezeigt. Uber gelangen Sie zum Fenster, : Eggﬁ.’r:er*...
das die Ubernahme aller Variablen in weitere Aktivitaten E Eﬂ?d
ermoglicht. Wenn dieser Schirm deutsche Bezeichnungen S Siat.i.it-l k
enthalt, dann ist auf Inrem Gerét die entsprechende Uber- % EEE?}_'%E
setzungssoftware aktiv. Uber kénnen Sie die Appli-
kation 3:Deutsch anwahlen (mit [+] und [ENTER]).
tF1nanz..
Wenn Sie nun (2] driicken, wird wieder die englische 2% Eghiggﬁ
Grundeinstellung hergestellt. Auf die gleiche Weise kon- tPraob Sim
nen Sie aber wieder auf Deutsch umstellen.
Aus jeder Situation kommt man mit (= [QUIT])
zum Hauptbildschirm. {?
TEXAS
IHETRUMENTS
w0z
Deut=ch
1:0utsch
z:Endlish
X1 1890 TEXAS INZTRUMENTS

Nun soll eine Grundeinstellung vorgenommen werden. S-1 Enag
Das ,Hauptschaltfeld“ erreicht man (iber [VODE): oat. B127EI5E87E3

iER Degres
ar Pol Seq

Im Idealfall sollte sich der Schirm so prasentieren, wie
rechts abgebildet.

Sirmul
Mit den Pfeiltasten navigiert man zu den gewtnschten == a+bt e,
Optionen und fixiert sie mit (schwarz unterlegt). Horiz R

Jetz kénnen Uber (= [FORMAT]) auch gleich die
Einstellungen fiir das Grafikfenster vereinheitlicht werden: FalarEo
Coord0f
™1

Axes
abe lUFf

Auf der nachsten Seite finden Sie noch einige wertvolle ExFrOn
Tipps fir den Gebrauch des TI-83+.
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Ich empfehle, sich einen Uberblick tiber den ungefahren Inhalt der am haufigsten verwende-
ten Menus zu verschaffen. Grundsatzlich wird keine Funktion Uber die Tastatur eingegeben
sondern alle Befehle werden aus den einschlagigen Menls abgerufen und mit Uber-
nommen.

Machen Sie eine kleine Tour durch die Mends:

Das - Menl und seine Unterments

3 HUM CPx PREMATH CFx PEEJMATH HWUM MEe PREJNATH HUM CPR [HE5
kFrac abs CObd rand
= k[ec = rounds realg “nPr
S &2 iPart. &= imadc == nCr
L LER I d2 fFartg d2andleq g
ot er o intg o= absq o= randlnt.c
EXfMing E2ming E= kRect E= randdormg
v Mlaxy dmax = kPOl ar 7= randBing
Mathematik Funktionen mit Zahlen Rechnen mit kompl. Z.  Wahrscheinlichkeitsr.
MATH] = [TEST]
FI LOGIC TEST
= an s . . . .
F Eur‘- Hier finden Sie das Gleichheitszeichen.
i =t xor
ds& 42 hot.C
og
(gt
Relationszeichen logische Verknipfungen

= [L1ST]

Aufruf von Listen Listenoperationen Listenfunktionen

Uber [2nd) (1] = [MEM] kénnen Elemente geléscht werden.
Im (0] = [CATALOG] finden Sie alle verfiigbaren implementierten Funktionen.
Mit <Y-VARS> <Function> kommen Sie an die Standardfunktionen (von x).

!=HEnut- kabeg EEEH

FMem Mamt-Del.. and Ve

:Clear Entries angdles KRS
4:C1rAllLists AMOYAL gih'y
o= Archive Ans | ashe
&2 UnArchive Archive Bils
FiReset.. Hsmg v

Beachten Sie bitte, dass Variable nur einbuchstabige Bezeichnungen erhalten dirfen.
Listennamen und Programmnamen sind Ausnahmen.
Bezeichnungen fur Matrizen missen Sie Uber [MATRIX] <NAMES> abrufen.

Die Unterrichtssequenzen Jedem sein Logo, Die Winkelfunktionen erforschen, Matrizenrechnung und
Logistisches Wachstum sind zwar sehr detailliert beschrieben, aber eine vorherige Teilnahme an ei-
nem T°-Einfiihrungskurs fiir den TI-83+ ist sehr empfehlenswert.

Falls das nicht mdéglich ist, sollten Sie sich mit Hilfe des Handbuchs ein wenig mit dem notwendigsten
Handling des TI-83+ vertraut machen.



&
% I i TI-83+ — Unterrichtssequenzen

TEURDTE

Diese Unterrichtseinheit kann als Einfiihrung oder aber besser als weiterfilhrende Wiederholung fiir das Arbeiten
im rechtwinkligen Koordinatensystem eingesetzt werden.

»Jedem sein Logo* oder ,,Die Verwandlung*

Ein Punkt wird in der Zeichenebene durch ein Zahlenpaar festgelegt. Ein derartiges Zahlenpaar nennt

mMan di€ ......coceeevvveeeieeieeeeeeeene des Punktes.

Um einen Punkt festzulegen, braucht man zwei Bezugsgerade, die .........ccccoceveveriencnicncnnne Eine
Achse heiflt die ......cccvvvvvviiviiiiiiiiin, , sie verlauft ............cooeue 0der oo, , die andere
Achse nennt man di€ ..........coeevvvveeeiiviinenennnnn. , diese verlauft ....................... Oder wovvvvveiiiieiiieeeen,

Fiir diese Achsen gibt es eine weitere gebrauchliche Bezeichnung:

Die x-Achse nennt man auch Abszissenachse;

die y-Achse wird auch als Ordinatenachse bezeichnet.

Die beiden Achsen schneiden einander im .............c.c............ oder ....coovveeeneeeeeinen,
Dieser Punkt O hat die Koordinaten .............

Die Achsen teilen die Ebene in vier Teile, diese Teile heilen ........cccouvvvveevvvvennnnn... und sie werden im
mathematisch positiven Sinn - das ist gegen den Uhrzeigersinn bezeichnet.

1. Bezeichne die 4 Quadranten mit I, IT, III und IV.
2. Trage die Punkte A(3,2), B(-2,3), C(-3,-1) und D(4,-2) ins Koordinatensystem ein und stelle fest,
in welchen Quadranten sich die Punkte befinden.

-2

-3

3. Beschreibe x- und y-Koordinate eines beliebigen Punktes mit eigenen Worten:

x-Koordinate:
y-Koordinate:

Nun soll ein Punkt im [GRAPH]-Fenster des TI-83+ dargestellt werden. Zu diesem Zweck tragen wir die
Koordinaten des Punktes (spater der Punkte) in Listen ein. Wir wollen vorerst nicht die vordefinierten
Listennamen L1 bis L6 verwenden, sondern eigene Listennamen fiir x- und y-Koordinaten einfiihren.

3
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Wir bezeichnen z.B. die beiden Listen als XK und YK. Mit Hilfe dieser beiden Listen soll der Punkt A
mit den Koordinaten A = (3,2) dargestellt werden. Kurze Listen generiert man gleich im Rechenfens-
ter (zwischen {}). Uber gelangt man in den Listeneditor und {ibertrigt die beiden Listennamen
in die niichsten freien Uberschriftenzellen Name=....

T3xrEkr £23»YE CHLC TESTS |:ze - _____ z |un [ — 2
2. BaEaE: it = 0000 bl | 2. 0ddb
| tSortAHS | -] | ]| -
Jt5orthx
d:iClrlList
S:SetlUrEditor
Hame=Yk YR ={2. BEEEEAD

Das sollte dann so aussehen, wie oben gezeigt. Nun miissen diese Werte in ein Koordinatensystem
iibertragen werden. Uber (= [STATPLOT]) werden die Einstellungen fuir die graphische
Darstellung festgelegt:

Flotz  Floks Fletz Floks A

otl. U f F [ F‘JFF R I S

dhs L1 i uprs! B L b upre" B L I .- [ i
2: F]Dt’E...DFF . E E Ii . E E Ii ...................
L=z Ly . wlist2l4 wlisbi®K — fooo b
F:P1ot3. OFF Ylisfelz Ylista VK REEERRI SRS
LoLe L Mark: = B Mark: B + - RN SR
4JPlote0f L L R =36 .

Im zweiten Bild ist eine beliebige Einstellung gezeigt. Sie muss so abgeéndert werden, dass sie der
dritten Abbildung entspricht. Plot1 ist aktiviert (On). Als Type wihlen wir das Piktogramm fiir ein
Streudiagramm, d.h., dass die Punkte einzeln dargestellt werden. (Spéter wird auch noch die zweite
Moglichkeit Verwendung finden, bei der die einzelnen Punkte verbunden werden.) Der x-Wert steht in
der Liste XK und der y-Wert in der Liste YK. Der Punkt soll durch ein Késtchen dargestellt werden.

(Die Listen tibertrédgt man tiber (= [L1ST]) NAMES in die Felder fiir Xlist und Ylist.)

Nun ist es sehr wahrscheinlich, dass Deine Grafik anders aussieht, wie hier dargestellt. Moglicherwei-
se siehst Du weder die Koordinatenachsen, noch das Koordinatengitter. Es kann auch sein, dass die

Skalierung nicht gleichmiBig auf beiden Achsen eingestellt ist.

Uber ( = [FORMAT]) werden die entsprechenden Parameter gesetzt: Wir arbeiten im recht-
winkligen ( = kartesischen) Koordinatensystem, die Koordinaten des Cursors, das Koordinatengitter,

die Achsen und deren Bezeichnung sollen angezeigt werden. Die Bedeutung der letzten Einstellung —
(Expron ExprOff) werden wir bald kennenlernen.

Auf der x-Achse soll etwa der Bereich —10 < x < 10 dargestellt werden. Es ist wiinschenswert, dass
beiden Achsen gleich skaliert sind. Mit legen wir den Bereich fiir die x-Werte fest:
Xmin=-9.4, Xmax =9.4 und Xscl = 1. Yscl muss auch mit dem Wert 1 belegt werden. Alle an-
deren Werte sind beliebig. Mit 5:ZSqare passt der Rechner die Einheiten auf der y-Achse so

an, dass ein quadratisches Koordinatengitter entsteht.

PolarGC __[WINDOW MEMORY R
CoordOff] smin=-9. = LEox R S

1 Emax=9.d4 cefsoom Inm 000 Qe iaai e A
Hxes necl= SiZoom Out Qoo ::cf:cc i

abelUFf Ymin=-2 dif0ecimal @ f--::ccceibirannnans

ExFr Ymax= Zosuare A R

¥ecl=1 = £Standard DRSS SR

Hres=1 JZTrigd g2 il W=z il
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Bewege mit den Pfeiltasten das Fadenkreuz in den Punkt. Beachte, dass dabei die Koordinaten des
Kreuzes (Cursor) angezeigt werden. (Wenn wir als Grenzen —10 und 10 gewéhlt hétten, dann wére die
Grafik sehr dhnlich geworden, aber wegen der Auflosung des Grafikschirms kdnnten wir nicht die
genauen Koordinaten 3 und 2 ablesen. Teste dies, indem Du die (WINDOW]-Werte flir den x-Bereich auf

—10 und 10 anderst. Bewege dann den Cursor und beobachte die Koordinaten.

4.  Wechsle mit [STAT] 1:Edit wieder in [ LU S 3 | R A
' ' ) YT T S S
den Listeneditor und iibertrage Punkt =% G00 | Z.0000 L iiii:
. . . L I T T [N O
fiir Punkt die weiteren Punkte B, C Woooo | —gooa| | feea e
und D aus der 2. Aufgabe in die Liste | ~ A S M-
und damit auch ins Koordinatensys- [¥H(E} = SRR R FEE R
tem.

5. Zuerst werden die Inhalte der beiden Listen - aber nicht die Listen selbst - geloscht. Das geht in
einem Aufwaschen: 4:ClrList, dann [LIST], XK anwéhlen, (ENTER] und die Prozedur fiir
YK wiederholen.

%EEE CHALC TESTES E?F!E OPS MATH JClrList LEEK: ClrList LXK LYE
Done
SDPtH(
3=SDPLD( F-
EHCIrList gLy
i SetUrEditor i
A i
|-

Zeichne in jeden der vier Quadranten 3 Punkte. Notiere erst die Punkte, dann {ibertrage auf den
Rechner. (Die Koordinaten aller Punkte konnen in die beiden vorbereiteten Listen eingetragen
werden.) Entweder tiber 1:Edit in den Listeneditor wechseln, oder die Listen der Koordi-
naten im Rechenfenster eingeben!

1. Qu.: 2. Qu.:
3. Qu.: 4. Qu.:

6. Losche die in 5. gezeichneten Punkte. Zeichne anschlieBend je zwei Punkte auf die positive und
negative x-, bzw. y-Achse.

pos. x-Achse: neg. x-Achse:

pos. y-Achse: neg.y-Achse:

Welche Eigenschaft haben die Koordinaten von Punkten auf den Achsen?
Alle Punkte auf der x-AChSe ........cccceriiiiiiiiiiiiiicceee
Alle Punkte auf der y-AChSE ......cccveviirieiiesiieeeseeeee et

7. Losche alle Punkte. Zeichne den Punkt P(x = 2,5; y = 1,5).
Spiegle P an der y-Achse: Py = .................
Spiegle P an der x-Achse: P, = .................
Spiegle P am Koordinatenursprung: P; = .........ccccccc.....

Die vier Punkte bilden €In ......ccceevvveiiiiiiiiiieiiiiieeeee e
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Losche alle Koordinaten und damit alle Punkte im Plot1.

Punkte lassen sich zu Strecken und weiter zu ,,Polygonziigen” verbinden. Wir wollen die Strecke
zeichnen, die durch die beiden Endpunkte A(-7/2,-1) und B(2 V2,\3) bestimmt wird:

Editiere in der Liste die beiden Punkte. Wechsle mit ins STATPLOT-Menii und stelle die Pa-

rameter fur den Plotl nun so ein:

b LT F—— 2 Fﬂﬂgtz Flak=
™ Seetl m &
®listIWl
list2YE
Mark: = 4
YRE) =JC3)

Mit gelangst Du in den Trace (= Spur- oder Verfolgungs-)-Modus. Nun kannst Du mit den
Pfeiltasten () und (O die einzelnen Punkte ,,besuchen®. Jetzt erkennt man auch den Wert der Einstel-

lung ExprOn in [FORMAT]: die genau Herkunft der Punkte wird angezeigt.

8.

10.

11.

12.

Zeichne diese Strecke nochmals mit groBen Endpunkten. Andere im STAT PLOT-die Einstellung
fiir Mark geeignet.

Ldosche die Strecke und erzeuge ein Viereck, indem du vier Punkte in der entsprechenden Reihen-
folge ins Datenblatt schreibst. Das Viereck soll Punkte in allen vier Quadranten enthalten!

Beim ersten Versuch wird moglicherweise noch kein geschlossenes Viereck entstehen. Ergénze
die Angabe so, dass sich das Viereck schlief3t!

Fiihre anschlieBend das Fadenkreuz zuerst ohne, dann mit dem Trace-Modus in alle Ecken des

Vierecks.

Ergénze die Liste so, dass auch die Diagonalen sichtbar werden. Suche mit dem Cursor die Koor-
dinaten des Diagonalenschnittpunkts. Der Schnittpunkt M liegt in M (.........cceeuue.n. ).

Tipp: Diese Fehlermeldung entsteht, wenn man Listen geleert hat, E.EEE IMVALIO OIM

ohne anschliefend den entsprechenden Plot zu deaktivieren und Buit

spéter wieder ins Grafikfenster wechselt.

Zeichne im 1. Quadranten den Umiriss eines Hauses:

(" nur ein mogliches Beispiel!!)

w [ - . . .
: ﬁ Uberlege zuerst die optimale Reihen-

folge der Punkte im Polygonzug.

Spiegle dieses Haus zuerst an der x-, dann an der y-Achse und abschlieend am Koordinatenur-

sprung. Gib fiir jede Spiegelung die Konstruktionsvorschrift an.
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Wi e | 5

Fiir die Koordinaten der Spiegelbilder richtet man am besten die Listen

L1 bis Le ein ((STAT] 1:Edit).

e e e e e e
2

[Hame=Lz0

Spiegelung an der x-Achse:

Spiegelung an der y-Achse:

Spiegelung am Koordinatenursprung:

" [ Da nur hochstens 3 Plots gleichzeitig gezeichnet
ol1..Un [
o ﬁ?l:if'zlé'}' . ér werden kdnnen, wollen wir auf die Wiedergabe
a - . . .
21131 ‘:'L E’EE'EH ; des Originals verzichten und definieren von
44PToka0FF x| Plotl bis Plot3 die gesuchten Spiegelbilder.

13. Versuche, das Haus an der Symmetralen des 1. Quadranten zu spiegeln.
Welche Vorschrift gilt hier?

14. Losche alle Grafiken und zeichne dann das urspriingliche Haus noch einmal.
Zeichne ein zweites Haus, das gegeniiber dem ersten um 1 Einheit nach rechts verschoben ist.
Wie éndern sich die Koordinaten?

Zeichne ein drittes Haus, das um vier Einheiten nach unten und um 6,5 Einheiten nach links ver-
schoben ist. Wie dndern sich die Koordinaten?

Wer schon Erfahrung mit einer Tabellenkalkulation gesammelt hat, wird sich méglicherweise schon
gedacht haben, dass sich diese Koordinatenédnderung mit Hilfe der Listen recht elegant in einem
Schritt durchfiihren lassen sollte. Bei uns liegen die Koordinaten der Originalfigur in den Listen XK
und YK. In den Listenpaaren L1, L2 und L3, L4 sollen die Koordinaten des zweiten, bzw. dritten Hau-

ses eingetragen werden.

Man erhilt die x-Koordinaten des dritten Hauses, indem man die urspriinglichen x-Werte um

................................... Diese Transformation wenden wir generell auf alle Elemente der Liste XK an
und speichern die Werte in der Liste L3. Auf die gleiche Weise legen wir die y-Koordinaten des ver-
schobenen Hauses fest, definieren die Darstellungsart in einem P1ot3, und erhalten schlieBlich alle

drei Héuser in einem Bild.
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Tipp: Die Listen (auBer L1 - L6, die tiber die Tastatur erreichbar sind) spricht man immer iiber
[L1ST] an. Man wéhlt die gewiinschte Liste an und {ibernimmt sie dann mit [ENTER] in die Operation.
Das dritte Bild unten zeigt, wie die Transformation eben im Listeneditor ((STAT] 1:Edit)durchgefiihrt

wird.

o : LRk —Ea S¥L 3 T I - al,
i {-d. SEEAE -4, 5. wEwn [ oo
[ LYE—d43Ly =4.C00
: {-1.0686608 -Z.00.] 1hil
- u =iy £ I':j
LEb00 .
" [h = LRK—40 "
Losche alle Grafiken.
(Du kannst Die Grafiken auch nur deakti- "
H oLl LN
vieren. Hier wurde das zweite Bild ausge- EE%EEE':F . ﬁ
schaltet.) Z:Flot3..0n 1
S . : .
4LF]lots0f ]

15. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge a = 2, das eine waagrechte Seite und eine
Ecke im Koordinatenursprung hat.
(Erinnere dich an die Formeln fiir das gleichseitige Dreieck: 4 = a V3/2)

Die Ecken Sind: ......ccociiiriieieiieeeeeee e
16. Ergénze dieses Dreieck zu einem regelmafigen Sechseck.

17. Zeichne eine Sternfigur nach eigenem Entwurf. (Dabei kénnen maximal 3 Paare von Koordina-

tenlisten verwendet werden,)

18. Zeichne zumindest 8 Strecken, die gemeinsam mit den Koordinatenachsen im I. Quadranten ein
Dreieck mit dem Fldcheninhalt 4 bilden.

Nun miissen wir uns anders behelfen, da jede Strecke einzeln gezeichnet werden soll und wir nur

3 Plots gleichzeitig ausfiihren konnen. Vom Rechenfenster kann der Befehl Line(x1,y1,x2,y2)
aufgerufen werden, der die Verbindungsstrecke von P1(x,y;) zu P2(x,),) zeichnen lasst.

Uber (= [DRAW]) 2:Line wird der Befehl in das Rechenfenster geholt und die Koordinaten

werden erginzt.

FlotL Floktz SN FOINTS ST0 JLinet 4. —9:6. 50
x$1 [ | ] L r*EIrEEu-.I ¥ -
WMa= ine 1
wMa= EHnri zontal i _r'f
“Ny= diVertical L
*ﬁs = El EanElEnt-': //:
“MNe= t0raw ]
W= 74 Shade ' i

Das erste Bild zeigt eine weitere Moglichkeit, Plots abzuschalten: Offne mit den Funktionseditor
und bestitige mit die Plots, so dass sie nicht aktiviert sind. Hier wire Plot3 noch zu deakti-
vieren. Die Option 1:ClrDraw 16scht die gezeichneten Strecken.

Zeichne nun die Strecken.

Offne nochmals den Funktionseditor und gib fiir die Funktion Y ~ den Ausdruck 2/X ein.
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19.

20.

Kommentiere das Ergebnis.

Die Standardeinstellung fiir die Achsen und deren Skalierung reicht oft nicht aus, eine Figur ge-
eignet darzustellen. Mit [WINDOW] kann der Zeichenbereich angepasst werden.

Du sollst diese Moglichkeiten nutzen, um das Viereck Falilz
ABCD [A(40;12,5), B(85; 12,25), C(110; 12,9), D(65; 12,8)] :

,,schirmfilllend* ins Grafikfenster zu zaubern:

WEu0 . . . =125,

Gegen Ende dieses Kapitels sollst Du Dir Dein eigenes LOGO - Initialen oder sonst etwas fiir
Dich Charakteristisches- im Koordinatensystem schaffen. Wenn Du das Ergebnis dann auch noch

Lanimieren® willst, dann musst Du drei Paare von Listen verwenden..

Als Muster siehst Du hier ein ,,E :“ und einen ,,Stern®. Die Listen L1 und L2 beim Stern beschrei-
ben das ,,x* im Zentrum. Die Achsen, ihre Bezeichnung und der Raster werden am Ende ausge-
blendet. Du kannst damit rechnen, den ganzen Schirm zur Verfiigung zu haben.
(-9,4<x<94;-62<y<6,2)

L1 |L2 L3 3 L1 Lz
EI| 60000 | Z S -1
=g.000 | =M.000 %
i
i

Z.0000
E.0000

0.0000 | ~4.000 | 40600 |:|
00000 | ~2.000 | Y4.0000

1 Z.0000 |:|

-
et
-

[ it ]

(s
[ plia¥] gt )

Lith = L =-1

Wenn dein LOGO fertig ist werden wir es mit Hilfe eines Programms animieren, d.h. einen klei-

nen Film draus machen.

Animation des Logos

Dazu brauchst Du das Programm bilder (sieche Anhang). Das Programm wird mit dem Ubertra-

gungskabel von einem Rechner auf den anderen {ibertragen. Das Programm erzeugt eine Sequenz von
Bildern, die in rascher Folge auf dem Schirm des Rechners dargestellt werden. Uber [PRGM), gefolgt
von [ENTER], (ENTER] gelangt man zur Ausfithrung des Programms.

Die [ON]-Taste bricht den ,,Film* ab.

21.

Als ,.krénenden Abschluss werden wir ganz nach der Uberschrift noch die Verwandlung eines

Objekts in ein anderes vornehmen.
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Dazu miissen Objekt 1 und Objekt 2 in den
Listenpaaren L , L, und Lf, L,,definiert
werden. Beide Objekte miissen aus der
gleichen Anzahl von Punkten bestehen.

TI-83+ — Unterrichtssequenzen

L1 L& Lz 1
el IO T
=R LR B BT T O T T
el LU O BT TR e T T
Sl e BT TN e T T
e ST R LTV el T
e LT R LTV e T
L R L e
Litfr= -3

Dann wird nur noch das ,,Verwandlungssprogramm® metamo (siche Anhang) aufgerufen — und
schon verwandelt sich das kleine T in ein grof3es E..

Tipp: Man kann dieses Programm zum Anlass nehmen, die Parameterdarstellung einer Geraden zu besprechen.

Es folgen zwei Schiilerarbeiten (durchgefiihrt auf einem TI-92):

Magdalena Barthofer aus Waidhofen/Ybbs verwandelt einen Fisch in eine Schnecke:

Fx Trszrs T i Trsv*[rsv]f? T ]
- E Zoom|Trace |Rebraph|Math Draw |~ /

[fi ]’rsz T T 3] Trsv*[rs-]f? T ]
vE Zoom|Trace |ReGraph[Math|Draw| - f

[fi ]’rsz T T 3] Trsv*[rs-]f? T ]
vE Zoom|Trace |ReGraph[Math|Draw| - f

THRIN FAD AUTD FUNC IF Uz

HAIN FAD_AUTO FUNT TH|

HMHIN EhD AUTO FUNT

Kathrin Leitner von der Handelsakademie St.P6lten nahm das Programm wdortlich — die Metamorpho-

se in der Biologie beschreibt die Entwicklung des Schmetterlings — und zeigt, wie sich eine Raupe

zum strahlenden Schmetterling ,.entpuppt™.

|f1 Trav‘l’ 3 T iy Trsv‘l’rsv]’f? T ]
- E Zoon|Trace |ReGraphMath|Draw|«

I’fi Trsz 3 T i ‘l’rsvTrsv‘I’FP T ]
vE Zoom | Trace |ReBraph[Math(Draw| - /

I’fi Trsz 3 T i ‘l’rsvTrsv‘I’FP T ]
vE Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw|-

CA0

i,

METH RAD AUTO FUNC

METH EAD AUTO FUNC

METH EAD AUTO FUNC

Josef Bohm

nojo.boehm@pgv.at

Die Programme konnen im Programmeditor eingetippt werden. Sie sind im Anhang zu finden. Der Autor schickt

die Programme gerne per email zu. Fiir das Uberspielen vom PC auf einen Rechner muss entweder GraphLink

oder TI-Connect am PC installiert sein.

Es folgen die Programme.

10
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Programm BILDER

ClrDraw
AxesOff:Gridoff
FnOff :Radian
U9.4uXmin:9.40Xmax
U6.20Ymin:6.20Ymax
Menu(""AUSWAHL" ,""ROTATE",L1,"FLASH",L2)
Lbl L1

While getKey=0
For(K,0,39A/20,A/20)
cos(K)*L UH
cos(K)*Lful
cos(K)*L..uJ .
Plotl(xyLine,H,L,,0)
Plot2(xyLine,I,L,,,0)
Plot3(xyLine,J,L1,0)
DispGraph

End

End

Lbl L2

While getKey=0
For(K,0,1,.1)

K*L UH:K*L,ul
K*LfaJd:K*L,,0L
K*L..0M:K*LTUuN .
Plotl(xyLine,H,1,0)
Plot2(xyLine,J,L,0)
Plot3(xyLine,M,N,0)
DispGraph

End

For(K,.9,.1,u.1)

K*L UH:K*L,ul
K*LfuJd:K*L,,0L
K*L..0M:K*LTUuN .
Plotl(xyLine,H,1,0)
Plot2(xyLine,J,L,0)
Plot3(xyLine,M,N,0)
DispGraph

End

End

Programm METAMO

PlotsOff

FnOff
For(T,0,1,.05)
L +T*(Lf-L )iL..
L,+T*(L,,-L,)uLT
Plot3(xyLine,L..,LT,0)
DispGraph

End

Pause

ClrList L., LT
PlotsOff

11
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Wir gehen davon aus, dass der Begriff ,,Winkelfunktionen® bereits bekannt ist. Es ist von Vorteil, wenn die Er-
weiterung iiber n/2 hinaus schon erfolgt ist. Diese Einheit lieBe sich auch dazu verwenden von der Blackbox
»Arbeiten mit Winkelfunktionen® zur Whitebox ,,Winkelfunktionen allgemein® zu gelangen In dieser Unter-
richtseinheit soll vor allem auf die allgemeine Form der Winkelfunktionen hingearbeitet werden.

Die trigonometrischen Funktionen erforschen mit dem T1-83+

Da es in der Mathematik {iblich ist, mit dem Bogenmal zu arbeiten, werden wir grundsitzlich dieses
Winkelmall verwenden. Dabei soll aber nie der Zusammenhang zwischen Bogen- und GradmaB ver-
gessen werden. Wir wiederholen diesen Zusammenhang.

1. Wie lauten die Umrechnungsformeln zwischen den Modi?

xrad=....cocoooniennnne °
O° = e rad Bogenmalf} Gradmal
(in rad) (in ©)
2. Ergénze die nebenstehende Tabelle: T
21
/4
60°
3. Wir erzeugen ,,Umrechungsprogramme*, und zwar 90°
GRINRD und RDINGR. 120°
Mit deklarieren wir den Wunsch nach einem neuen 3n/2
Programm, das GRINRD heiflen soll. (Der Name ist iiber 540°
die alphabetische Tastatur einzugeben.) 0°
E=EC EDIT FROGEAN /6
iHCreate Mew Mame=GRINROD T

Dann findet man sich im Programmeditor. Die benétigten Programmierbefehle werden nach
nochmaligem in den Meniis CTL bzw. 1/0 angeboten und nach Auswahl mit [ENTER] iiber-
nommen. Prompt und Disp sind im 1/0-Menii zu finden.

PEOGREAM! GRINRED CTL E=EC PEOGEAM! GRINED
| tInFu fProm Ll
Promet AR ER=lailds
t0isF t0isFp "IW RAOEZ".
42 0isrGrarh R
Si0isrTable
& 0uUtPuU
r+3detkeg

Uber [PRGM] lisst sich das Programm sofort ausfiihren (exekutieren):

12
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%EEH EDIT HEL FramERINED FramEEIMED
tAMMUITAT L=7d43 W=7128
Z2'EBINOMYER IN RAD: IN RAD:
St CREATEFRL . ro039218 2. 89433516
4! GLIGREA0 Oomne Oomne
GRINED 2n
tHYPERGEQ 2.894335168
r+INYESTIT

TI-83+ — Unterrichtssequenzen

Wir testen zuerst die Umrechnung von 45° und dann von 120°.

Erzeuge das Programm RDINGR auf die gleiche Weise und iiberpriife mit den beiden Programmen

die Werte in der ausgefiillten Tabelle.

Erzeuge eine Tabelle fiir die Funktion y = sin(x) fiir -2n <x < 4n und verwende diese Tabelle zur

Herstellung des Graphen in einem geeigneten Mal3stab.

Sowohl fiir die Wertetabelle, als auch spater fiir die Darstellung des
Graphen am TI-83+ muss die Funktion zuerst iiber den Funktions-
editor definiert werden.

Uber [Y3) gelangt man in den Funktionseditor.

Die Eingabetaste ermoglicht die Eingabe des Funktionsterms in der
Eingabezeile. Mit wird die Funktion dann endgiiltig in die
Funktionenliste geschrieben. Das schwarz unterlegte Gleichheitszei-
chen zeigt an, dass diese Funktion nun aktiv ist.

((ENTER] auf dem Gleichheitszeichen deaktiviert sie wieder.)

Um die Wertetabelle zu erhalten, miissen noch die Tabellenparameter
gesetzt werden:

WINDOW)] (= TBLSET) 6ffnet eine Dialogbox, in die wir die ent-
sprechenden Werte einsetzen.

Die Tabelle soll bei -2 beginnen und z.B. eine Schrittweite von 7t/10
aufweisen. (Auch fiir Tb1Start kann -2r eingegeben werden).

Mit (= TABLE) wechselt man nun sofort zur Tabelle.
Fiir die Erstellung einer Grafik reicht die Genauigkeit auf 2 Dezimal-
stellen vollig aus.

Skizziere den Funktionsgraphen von y = sin(x) fiir -2n <x < 4n in den
Kasten.

Floti Flakz Flatz
~Ha=i
we=
WWars
ny=
wWes
~E=
whps

Flatl Flatz FlakZ
~YyEsincHIl
W=
wWrs

13
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6. Stelle den Funktionsgraphen auf dem TI-83+ dar.

Man kann nun sofort tiber ins Grafikfenster wechseln und
erhélt ein (erstes) Bild. Meistens ist man damit nicht zufrieden, da der
dargestellte Bereich und die damit verbundene Skalierung nicht den e e
Vorstellungen entspricht.
Mit offnet sich eine Eingabemaske, in der geeignete Parame-
i WIMDOU
ter gesetzt werden kdnnen. Hmip= -5, 283185
Man will z.B. den Ausschnitt -2 < x <4 und -2 <y <2, mit einer ﬁggf: 1 E;‘_EE'E'EFE"'
Skalierung von 1/4, bzw. 0,5 auf den Achsen erreichen. Ymin=-
Wmax=2
wscl=.3
Wiederum mit gelangt man zu einer ansprechenden graphi- Ares=l
schen Darstellung.
Vergleiche diese Grafik mit der vorhin héndisch erstellten Skizze. ﬂ ﬂUﬂU
7. Welche Eigenschaften der Funktion kann man erkennen?
Insbesondere: Wo liegen die Nullstellen?
Wo liegen die Hoch- und Tiefpunkte?
Der Umgang mit dem wichtigen und niitzlichen ?}]!!EI!}II!
_ . . - . fualue
(= [CALC])-Menii soll an einem Beispiel gezeigt werden: Frzarno
_ o ) mimimiim
Wo liegt das erste Minimum mit x > 0? EmaEximum
ot intersect
oo
Unter CALC kann man die Funktionswerte (value), Nullstellen I Cxadx
(zero), Maxima und Minima, Schnittpunkte mit anderen Graphen Y=z inth)
(intersect), den Anstieg (dy/dx) und das bestimmte Integral von
dargestellten Graphen ermitteln. ﬂ ﬂ
Zuriick zum gesuchten Tiefpunkt: die gewiinschte Option ist anzu- Lestsountss U U
wihlen(mit () oder [3]), dann wird man um die Eingabe einer unteren Rewed L t=-3m
(Left Bound) und einer oberen und einer oberen Begrenzung Ty
(Right Bound) des Suchbereichs gefragt. k
Diese Grenzen lassen sich eintippen oder mit den Pfeiltasten (¢, O) ;.-"\\ ﬂ
ansteuern. \JI U
Ridht Eolund™
W=E.85E | V=" 3F

Das gesuchte Minimum liegt bei x = 4,71.
(Was ist der exakte Wert?)

AN ANEA!

14
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Stelle hier in einer Liste die Nullstellen und Hoch-, bzw. Tiefpunkte zusammen.

8. Verwende geeignete Optionen des CALC bzw. DRAW -Meniis,

a) um die Tangente in einer beliebigen Nullstelle zeichnen zu lassen,

b) um die Umkehrfunktion zu zeichnen

¢) um das untenstehende Bild zu erzeugen,

d) um die schraffierte Fliche zu berechnen (iiber CALC 7: — jetzt ohne nidhere Erklérung)

(Mit DRAW 1:ClrDraw konnen alle nachtréglich eingezeichneten Objekte wieder geldscht werden).

Elﬂﬁ]ﬂ FOINTS STO
ertical

el DN

riShadef -
gi0raulneg Euﬁ \u;
Circler u=6.z8

ALTextl u=1 i+ "5.cH

OFawiny sintms

5gideiﬁ:¥1:'2n:4

n

SN

JELIdE=

Die gesuchte Flache hat den Wert 6.

8. Sinuskurven (u.a.) nennt man nicht zu Unrecht Schwingungen. Bei einer Schwingung spricht man
von der Amplitude (groBBte Abweichung von der Mittellage — Pendel!!) und von der Periode (= In-
tervall, innerhalb dessen sich die Funktion wiederholt, Periodenlinge, Wellenldnge). Die Anzahl

der Schwingungen pro Zeiteinheit ist ihre Frequenz.
Bei der Sinusschwingung y = sin(x) betragen diese Werte:

Amplitude a = ............. Periodenlénge / =

9. Eine etwas allgemeinere Form der Sinusschwingung lautet:
y = sin (® x).
Dabei nennt man o (Omega) die Kreisfrequenz.

Fiir die niachste Untersuchung wird der Graph von Y1 stark ausge-
zeichnet. Dazu bewegt man den Cursor im [Y)-Editor ganz nach
links und driickt solange die (ENTER]-Taste bis das Symbol fiir die
dicke Auszeichnung erscheint.

15
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Zeichne nun der Reihe nach die angegebenen Sinus-
schwingungen zu sin(x), notiere flir jede Schwingung
die Kreisfrequenz und lies aus der Grafik die zugehori-
gen Periodenlidngen ab.

Die Funktionen, deren Graphen man nicht sehen will
werden deaktiviert, indem man den Cursor auf das

=-Zeichen stellt und mit die Markierung aufhebt.

Mit dem Cursor wird die interessierende Nullstelle
angesteuert und die x-Koordinate abgelesen, oder man

bestimmt sie tiber TRACE] (= [CALC] 2:zero).

(Tipp: mit den (*) (-Tasten wechselt man zwischen
den Graphen.)

Fiir das rechte Bild wurde auch die Ausgabegenauigkeit

TI-83+ — Unterrichtssequenzen

Flati Flotz Flat:
Wl iEsingR?
MrssintZeg
wMrBsintIEa
~My=0

wMe=

“ME=

wMa=

-]
n=z.0ayy ¥=0

Dabei sind fallweise auch die
[WINDOW]-Einstellungen geeignet

auf 4 Fixkommastellen verdndert (iiber [MODE]). anzupassen.
y=sin(2x) ®=.......... Y y = sin(3x) O= v 3=
. . (x
y=sin(4x) ®=.......... Y y=sm(z) O= v 3=
y=sin(0,lx)® = .......... s l= y=sin(rx) ©=........ =

Was bewirkt die jeweils verdanderte Kreisfrequenz?

10.

11.

Suche einen Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Periodenlénge!

(Tipp: die Dezimalzahlen haben sicher etwas mit der Zahl 7 zu tun!)

Welche Gleichung beschreibt diesen Zusammenhang?

. . . . . 3x XL
Skizziere hier ohne Unterstiitzung des Rechners die Graphen von y =sin— und y =sin— in ein

gemeinsames Koordinatensystem.

16
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Gib fiir beide Funktionen zumindest zwei Nullstellen und die Amplitude an. Vergleiche dann die
Graphen mit den Ergebnissen im [GRAPH]-Fenster.

12. Wie muss der Funktionsterm fiir eine Sinusschwingung (mit Amplitude = 1) mit den folgenden

Periodenléngen lauten:

= 73: V= e
[=100° Y=,
Uberpriife die Ergebnisse mit dem TI-83+ !

=25
[=2:

13. Gelten diese Eigenschaften (Amplitude, Periodenldnge, Kreisfrequenz) auch fiir die Winkelfunkti-

onen Kosinus und Tangens?

Funktion

Amplitude

Periodenléinge / Kreisfre-
quenz

y=cos X

y=0.5cos(2x)

y=2cos (0,25x)

y=tanx

y =3 tan (4x)
= tanf
7 5

14. Skizziere die Tangensfunktion y = tan x fiir -37 <x <37

Was passiert an den Stellen x = ]%[ fir x=0,£1,£2,+3,...

17
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Diese Untersuchung wird nun konsequent weitergefiihrt, bis die Bedeutung aller Parameter in der all-
gemeinsten Form deutlich gemacht wird.

zB.: y=asin(bx+c)+d

(Wird hier nicht néher ausgefiihrt.)

Eine Anwendungsaufgabe konnte dann so lauten :

Bei einer Hiangebriicke werden die Stahltrossen durch die Unterstiitzungen a und b in die Form einer

Winkelfunktion gebracht. Welche Lange miissen die unterstiitzenden Stébe ¢ und » haben?

(Wihle zuerst ein geeignetes Koordinatensystem!)
Wie lange sind die Verbindungen x = AB, y = BC und z = CD?
Runde alle Ergebnisse auf 0,1m.

24m
: . I e . . .

2,50m \ D b
7.50m |0 &m | &m

Jam

Die komplette Unterrichtseinheit wurde mehrmals erfolgreich im Unterricht eingesetzt. Riickfragen,
bzw. Anregungen und Erfahrungen werden vom Autor gerne beantwortet bzw. entgegengenommen.

Josef Bohm
T® Osterreich
nojo.boehm@pgv.at

Weitere Anwendungen der Winkelfunktionen kénnen von der Homepage der ACDCA unter den T*-Materialien

heruntergeladen werden, www.acdca.ac.at.
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Logistisches Wachstum — diskret, kontinuierlich und chaotisch

Es ist leicht einzusehen, dass das exponentielle Wachstum kein optimales Modell fiir realistische
Wachstumsprozesse darstellt, da wohl kein Wachstum fiir lange Zeit unbegrenzt und unbeschriankt
anhalten kann. Das logistische Modell verkniipft das exponenticlle Wachstum mit dem gebremsten,
indem es in geschickter Art und Weise zu Beginn eher dem exponentiellen Einfluss folgt, auf langere
Sicht aber einer - faktisch immer vorhandenen - Kapazititsgrenze immer mehr Gewicht verleiht sich
und damit dhnlich dem beschréankten Wachstum entwickelt

Wir folgen einem Beispiel von Bert K. Waits:

Die Biiren sind los!

1995 gab es im Jellystone Nationalpark - ein "geschlossenes" Okosystem - 10 Grizzlybren.

Man weil3, dass der Park Raum fiir ca. 100 Béren bietet. Der jahrliche Zuwachs ist etwa proportional
zur jeweiligen Barenpopulation, aber auch zur jeweils freibleibenden Restkapazitit.

Biologen nennen uns einen Proportionalitdtsfaktor von = 0,001.

Zuerst wird ein diskretes Modell mit Hilfe einer rekursiven Darstellung entwickelt und studiert. Dazu
bezeichnen wir den Anfangsbestand im Jahre 1995 als By, und dann allgemein mit B, den Bestand fiir
das Jahr 1995+n.

Bei den vorliegenden Daten ergibt sich der Bestand fiir die Jahre 1996 und 1997 wie folgt:

Fiir 1996 (n = 1) betrdgt der Zuwachs Z; = 0,001 x 10 x (100 — 10) = 0,9 und daher ist der
Bestand B; = 10,9.

Fiir 1997 (n = 2) ergibt sich der Bestand B, = B, + 0,001 x By x (100 — By) = 11,87.

Diese Vorgangsweise konnen wir sehr leicht am TI-83+ beliebig lange - und sehr bequem - nachvoll-

ziehen.
18+E *B Wir speichern den Anfangsbestand als B und
18. BAE6 11.8712
L BR1#E%¢ 1 BE—B E+.AR]+E+¢ {AR-EY rechnen den ersten Zuwachs aus (0,90).
« JEEE | [+E
B+, @@ 14E+C 1 0E-E> 12.9174 Besser ist es, gleich den neuen Bestand zu
+E 14,8423 . .
1@, 9EEE i5. 2453 berechnen und diesen sofort wieder als alten
Bestand B zu speichern.

Man kann entweder erst mit ENTER] (= [ENTRY]) die ganze vorige Eingabe kopieren und mit
ENTER] das Ergebnis berechnen oder man driickt nur [ENTER] und erhilt die Werte fiir die folgenden
Jahre.

Leider wird das bald uniibersichtlich, da man - ohne mitzuschreiben - bald nicht mehr weil3, wie viele
Jahre verstrichen sind. AuBlerdem wird eine grafische Darstellung auch sehr umstindlich. Das wird
sich gleich &ndern.

Zuerst formulieren wir den Sachverhalt moglichst allgemein:

Zuwachs(n) = p * B(n—1) * (K — B(n—1)), daher gilt weiter
B(n) = B(n—1) + Zuwachs(n) = B(n—1) + p * B(n—1) * (K — B(n—1))

Diese rekursive Folge iibertragen wir nun in den [Y=]-Editor, nachdem wir den Rechner in den dafiir
geeigneten Grafikmodus umgestellt haben. Dieser Modus heifit Seq (= Sequence = Folge)-Modus.

Uber [VIODE] stelle in der vierten Zeile die Option Seq ein. (Vergiss nicht, mit [ENTER] zu speichern.)
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EWI Sci Eng +E Flotl Flakz Flot:
aat A1 2FESEFE9 12.9174 nMin=N
De=gfes 14.8423 L=
unc Far Pnl EEE 15,2493 uinkins=
R 16+E: . 881+P: 188+ RULEN IS
Slmul venMina=
A=k a+-y e Ei. 186, BREG REN LN ES
FpRl Horiz G-T winkins=

Um in weiterer Folge mdglichst flexibel zu sein, speichern wir die Parameter Anfangsbestand, Propor-
tionalitdtsfaktor und Kapazitdt unter den Variablenbezeichnungen B, P und K. Dann wird der Funkti-
onseditor [Y=] gedffnet, der sich ganz ungewohnt présentiert.

y2(x),
Startwert fiir n wird {iber /Min fiir alle Folgen definiert. Fiir den Fall, dass rekursive Folgen vorliegen,
(AMin) ,w(nMin) festgelegt werden. Das n

Anstelle von Funktionen y1(x), .. werden nun Folgen u(n), v(n),w(n) erwartet. Der

miissen auch noch allfillige Startelemente u(/Min),v
wird iiber die Taste erreicht.

Somit schreiben wir die Folge in den Editor (anstelle von B heil3t es hier eben u!)

Flokl Flotz Flobs WIHDOW WIHOOL THELE SETUP

nMin=A mflin= tPlotSter=1 Thl5tart=8

UG rBuca—1 r+Pry] aMax=188 Bmin= S alkhl=1

Co—=1ikCkK—uin—122] PlotStart=1 mmax=118 Indrent: [3 Hsk
) FlotSter=1 mecl=18 Derend: |5 A=k

UinMin 8160 amin=-5 Ymin=-5

L= whax=118 Yrax=126

winMina= LE=scl=160 Yscl=1d

Nun sind einige wichtige Dinge zu beachten, sonst kommt es leicht zu ldstigen Fehlermeldungen. Da

unsere Folge mit dem ,,nullten* Element beginnt, muss das in den [WINDOW]-Einstellungen fixiert wer-

den. Bei dieser Gelegenheit richten wir auch die anderen Parameter ein (vorerst fiir die ersten 100

Jahre, der Zeichenbereich fiir x wird etwas groBer gewiahlt und der y-Bereich ergibt sich aus der Anga-
be. Uber (= [TBLSET]) legen wir den Start fiir die Wertetabelle fest und dann sehen wir
uns mit (= [TABLE]) die Tabelle an.

n LI n L Flotl Flotz Flot: n Wmd] wind
XL 10,000 18.000 | 38.035 2Min=8a 1E.000 | 72268 | 20i0.0
it | ER | B eee NS S S
z.oo0g | 12817 Z1.000 | ME.Z02 L=l Ck-utn=—1221 T | 2803€ | So15
wooon | 1404z zz.o00 | wai7an _ 18000 | §141E

c.oo0n | 16248 zzo00 | £17z88 UinMin) 84162 zoo00 | w3l

G.ooon | 16:E4E syoon | £37787 _uirB19954s z1000 | wE 03 | zoten
n=H n=2A winMinig LR 1=2815

Mit () kann man weiter in die Zukunft schauen und findet z.B., dass nach dem Modell im Jahr
1995420 = 2015 ca. 44 Béren im Park sein sollten. Vielleicht mdchtest Du aber bequemerweise auch
die Jahreszahlen in die Tabelle aufnehmen? Das kann wieder rekursiv geschehen, geht aber einfacher
direkt: v (n7)=1995+n. (Rekursiv miisste es heilen: v (n7)=v(n-1)+1und v (/AMin)=1995).

Da die Grafikeinstellungen bereits vorgenommen worden sind kdnnen wir mit sofort ins Gra-
fikfenster wechseln. (Beachte, dass in [FORMAT] die Darstellung Time eingestellt ist.)

usurr=11+Fkuin=-11kiB-u_

=

n=gk
H=eh

Flotli Flokz Flakz

wMin=8
U dBudn—1 2Py
Con—=1 2k CE—uCn—122

uiaMin28Ll@s
i aB1995+n
winMinsB

¥=LE.Z7EY +—

Uber gelangt man in den Trace (= Spur)-Modus und beantwortet z.B. graphisch die Frage, wie
hoch der ca. Bestand im Jahr 2020 sein konnte.
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Die Kapazititsgrenze wird noch hinzugefiigt, indem man im Funk- Flakl Flokz Floks:

tionseditor die konstante Folge w(/)=K erzeugt. Uber ™. lisst sich |>W%a2BULR—12+P+y
ge w(m) g (=1 3w LK Cim—1 3 3

die entstehende horizontale Gerade punktiert darstellen.

Die Darstellung des Graphen (normal, fett, punktiert) wird im Funktions- H E E?ingé-}-E}
editor ganz links festgelegt. Der Cursor wird auf das Symbol links von u, v wiapipa=
oder w gesetzt und mit wechselt man zwischen den Darstellungs- ~wen o BER

formen “, ™, . usw.

Beantworte die folgenden Fragen:

Wie viele Béren sind etwa 2040 zu erwarten?

Wann wird ca. die Kapazitétsgrenze erreicht sein?

Wann geht es den Biren am besten? Wann vermehren sie sich am raschesten?

Kannst Du den Wachstumsverlauf erklaren?

Wie wirken sich Anderungen der Parameter Anfangsbestand, Kapazitit und Proportionalititsfaktor auf
die Gestalt der Kurve aus? (B muss im Funktionseditor als u(/Min) verdandert werden, P und K wer-

den im Homescreen neu festgelegt.)

In diesem Bild (basierend auf den Ausgangsparametern) wer-
den die ,,ersten paar* Jahre durch ein exponentielles Wachstum
und der spétere Verlauf durch beschrinktes Wachstum model-
liert.

Suche geeignete Werte fiir die beiden Folgen (Funktionen), die
das logistische Wachstum annihernd stiickweise beschreiben

konnten.
Geeignete Abschnitte konnten durch eine lineare Funktion verbunden

werden — abschnitssweise definierte Funktion.

Hinweis: Diese beiden Kurven konnen im Funktionseditor als rekursive Folgen definiert werden.
Exponentielles Wachstum : der jahrliche Zuwachs ist proportional zum jeweiligen Bestand,
Beschrianktes oder gebremstes Wachstum: der jahrliche Zuwachs ist proportional zur jeweiligen Rest-
kapazitit (= Kapazitit — Bestand).

Wenn die Funktionsdarstellung dieser beiden Wachstumsmodelle bereits bekannt ist, konnen die Gra-
phen der Funktionen wegen des eingestellten Seq-Mode nicht {iber den [Y=] - Editor definiert werden,
sondern man ruft iiber (=DRAW) 6:DrawF auf und schreibt den Funktionsterm in Abhin-
gigkeit von X. Mit 1:C1rDraw werden allfillig FRUHER gezeichnete Graphen wieder geldscht.

Die oben aufgestellte Frage, wann sich die Population am raschesten vermehrt ldsst sich sehr schon
graphisch (und tabellarisch) beantworten, indem man die ,,Zuwachsfolge* deutlich macht. Die Zu-
wachsfolge wird als v (7) im Funktionseditor definiert. Dabei ,,iiberhohe® ich den Graphen mit dem
Faktor 10, weil man sonst seine charakteristische Form nicht gut erkennen kénnte.
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Flokd Pletz Flot: n wind| winpd| [r=likFdule-Liki-uin-_
Ca=12#Ck-uCe—122 | zo00m | v3.841 | ev.z6F 100
CpMiniBoLED S2omn | qm | TS i

L . . :

ol n B 1EkPrU T -1 | | S2ian | E3507 | Shaes

A RLR1 s EEHET n'EiB L0 ZUNACHS
-t A BER [Wina=24.985T5471 | |i=23 Y=gy 9EEY —

Wo hat die Zuwachsfolge ihren grofiten Wert? Wie sieht dort der Graph der Bestandsmenge aus?
Der Text wird tiber (= [DRAW]) 0:Text an der gewiinschten Stelle eingefligt.

Fiir das kontinuierliche Modell gibt es eine explizite Funktionsvorschrift, die sich aus der Analysis
begriindet. (Aus der Differenzengleichung, die das diskrete Modell beschreibt wird eine Differential-
gleichung.)

K

1+ LS —~1|e™
BO

Dabei kann die Proportionalitdtskonstante p von vorhin als Ndherungswert fiir die Konstante ¢ ver-

Die Funktionsvorschrift lautet: B(x=¢)=

wendet werden.
100

Fiir K =100, By =10 und ¢ = 0,001 erhalten wir die ,,Barenformel*: B(¢) = 19—_0”
+9e™"

Zeichne die Funktion mit Hilfe von [DRAW] 6:DrawF (als Funktion von x) zum Bild des diskreten
Modells. Beurteile die Anpassung. Um die numerischen Werte vergleichen zu konnen, muss im
der Grafikmodus auf Func umgestellt, und die Funktion im [Y=)-Editor definiert werden. Dann lassen
sich im der Tabelle [TABLE] die Funktionswerte fiir das kontinuierliche Modell herauslesen und mit
den alten Werten vergleichen (beachte auch [TBLSET]).

n/t diskret kontinuierlich
s 9 Bk -1
W EES T ESE- X I
1 10.90 [t ~Paich 1000 [ E26
Wz = 16.000 | 5488
2 11.87 11.95 17000 | =P.Hi0
x$3fl 1006 EEEEE
: = At 45 Gae
= “Ng= |5=26
20 45.09
100

Nimm den Bestand des 20. Jahres aus dem diskreten Modell und suche einen geeigneten Wert fiir ¢ im
kontinuierlichen, so dass die Besténde fiir dieses spezielle Jahr in beiden Modellen {ibereinstimmen.

(¢ ~ 0,000975).

Herleitung der ,,Biarenformel* aus der Differentialgleichung, die aus einer Differenzengleichung abge-
leitet wird.

Aus B(n) = B(n-1) +p * B(n-1) * (K — B(n-1))

fOlgt Bt - Bt-l = AB = At * p * Bt-l * (K— Bt-l)
der Zuwachs (die Differenz) ist auch proportional zum (kleinen) Zeitzuwachs At.
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Afzp-B-(K—B)—)%:p-B-(K—B)

B(t=0)=B,

Die Differentialgleichung wird mittels Variablentrennung geldst. Mit dem TI-83+ muss man auf die
symbolische Behandlung dieser DGL verzichten. CAS-Werkzeuge wie der TI-89 oder der Voyage 200
machen dies auch méglich. Da es auch fiir den TI-83+ - Anwender interessant sein konnte, wie man
mit einem CAS an eine derartige Aufgabe herangeht, wird das kurz demonstriert.

|f1 T Fr TFBTFH Trs F& T]
- E ngevbr*a Cafc Dt.h:':-r‘ F'r‘gmID‘I’Clr:-ar'nv g |

ngebra Calc Dther Pr‘ngDTClean Up

I’fi 'l’ra TrsTru‘l’rs TG T‘|
vE ngeEr‘a Calvc. Dth;r* Pr‘ngDTClear: Up

m0ellar k,p.t Do

[[errmg)ae=reat

{1nib - t)— ntbd) _ o

HAIN FAb AUTD FUNC 230

lb Tk - bJJuu—J PT

Eln(b—:)—ln(b)) cpbec

- 1nlk — k) — 1nck)) =p-L+c,b]

k_ék-P-t+-:-k‘
b
ek-p-t+c-k_1

lsolve[ m

L2 R A

ke

b= and
ek-p-L+c-k_1

‘ekpt+ck kekpt+ck

et tok_ 1 kpt,+c.k

. kekpt+ck 4 k-ek'P t,+c. k‘
krptrok_; kR Lic k_q

K etk
G'G_—k_EEl and bﬂ—m

and A ]

1—129 ard

solve{ans{i) . h)
HMalN ERD AUTO

FUNC 3/20

ans{i>1t=0 and bh=hO
HMalN ErD AUTO

FUNC 4730

Das c als drittes Argument im rechten Integral erzeugt das unbestimmte Integral mit der Integrations-

konstanten, fithrt daher zur allgemeinen Losung der Differentialgleichung. Wir 16sen nach b auf,

1 Fzr F3r Fyr F& [
| ngebr‘a Calc Dther Pr‘ngDTClean Upﬁ ngebra Calc Dther Pr‘ngDTClean Upﬁ |'E Algebra|Calc|0ther PPngDTClean Upﬁ
IH|
— - k-p-t
znand —E—ro and o= I‘kk A <0 and 25b k=bB) o e kBB P
1 eS k- e': -1 L ba-e K P ba gy pa
ok kptto-k kptto-k kPt
-solue[ a1 K o and E 20 and b |wpo ke P ETEK ke R bk kbBekP
S - P trok_y PSR A= ba-e K Pt L e
-k _ kgt kgt
1n[k ba] I E ™ B k-bB) o ey o kbO PR o kebmeFTR
== E and g P and ToEp ] bo- ek Pty ko bo-e K Pty ko
solveans{l). cd ke Chpht+okki—1 3> 0lans 1> L S CkexpXt ) A ChOxe ChXpxt 2+ k—hiO>
MAIN RAD AUTO FUNC /30 HMAIN KRD AUTO FUNC B/30 KRD AUTO FUNWC 7730

.. bestimmen die Integrationskonstante ¢ aus der Bedingung

B(t=0) =10 und setzen in den Au

sdruck fur b ein. Die Identitét

der Terme kann man durch manuelles Umformen zeigen, oder

man beniitzt auch dazu das CAS.

ngebra Calc. DLher‘ PPngDTClean Up

b=
bil- o % F' L+k—ba
o kbpa kPt ] k
bo-ek P by k- pa 1+[ﬁ_1]e-t'
k-[k = bE)

—_— 4 h-k=D
bo-cK P lap o

w1k 1+ (kb1 ¥~ txpxki ]
MAIN FAD_ALTI FINC B730

Fiir den letzten Teil unserer Untersuchung dndern wir die Angaben auf K = 400 und By = 20. AuB3er-
dem interessieren nur die ersten 50 Zeitperioden. Fiir p = 0,001 und eine nicht iberhdhte Wachstums-

folge ergibt sich das vertraute Bild.

p =0,0065, nMax = 400,
punktiert dargestellt

p=0,0051

p=0,0075, n Max= 50
nur die Bestandsfolge

p =0,065, nMax =100

Aber wenn man den Faktor p vergroBert, wird die Entwicklung

sehr sonderbar und entwickelt sich immer ,,chaotischer

. Da dieses

Chaos aber strengen Rechenvorschriften entspringt, wird es ein

deterministisches Chaos genannt.

Bei p = 0,0051 und p = 0,0065 lassen sich auch im Chaos gewisse

Muster erkennen Der Prozess ist sehr sensibel. Versuche etwa p =

0,0048.
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In weiterer Folge wollen wir auch das Bestand-Wachstums-Phasendiagramm und das Cobweb-
Diagramm zeichnen lassen.

Wenn man die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestands in Abhéngigkeit vom jeweiligen Bestand
graphisch darstellt, erhélt man ein sogenannntes Phasendiagramm. Hier gilt

B’ =pB (K- B).

Welche Form hat das Phasendiagramm beim logistischen Wachstum? Was lésst sich aus dem Phasen-
diagramm rauslesen und was nicht?

Im Bestands-Wachstums-Phasendiagramm wird auf der x-Achse
der jeweilige Bestand und auf der y-Achse der zugehdrige Zu-
wachs aufgetragen. Die Werte entnehmen wir den Folgen u(n),
bzw. v(7) und stellen die grafische Darstellungsweise im [Y=]-
Editor iiber (= F3) auf uv um.

i j. | U=utve=13+. 0051 Run-114_
n= BEST :-'.- 0 .|"IIII
n=

11
3064827  Y=34.8719 Wb yEzes Y=rB./Eefin

Dies sind die Phasendiagramme fiir p = 0,001, p = 0,0051, p = 0,0065 und p = 0,0075. Beim zweiten
Bild sieht man deutlich, dass schlieBlich zwischen zwei Zustinden hin- und hergesprungen wird.

Natiirlich sind die [WINDOW]-Werte anzupassen (Da auf der x-Achse nun die Bestinde aufgetragen wer-
den, ist xmax dementsprechend zu vergréBern, und auch die y-Werte unterliegen groeren Schwan-

kungen.)

Uber [F3] stellt man die Darstellung um auf Web und aktiviert nur
u(/7). Dann ldsst man das Cobweb-Diagramm zeichnen.

| / LA Y

n=11 n=Z7
w=2r1.6108 —"1=305.4827 — H="I35 Yegel =Y=ZE6./FEL o [H=331.9450 —Y=47H.7H27 A=HYH.EY2Y =="{=YY4H EY42Y -

1

Fiir die oben angegebenen p-Werte ergeben sich charakteristische Bilder von der Konvergenz {iber
zwel ,,Attraktoren® bis hin zu chaotischen Prozessen. In jedem einfithrenden Buch {iber Fraktale kann
man iiber diese Phdnomene nachlesen.

Auf der nichsten Seite folgen Vorschlige fiir Ubungs-, bzw. Vertiefungsaufgaben.
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Ubungsaufgabe 1: Verbreitung eines Produkts
(nach G.Ossimitz, Materialien zur Systemdynamik)

Wir nehmen an, dass sich ein Produkt auf einem Markt mit einer begrenzten Marktkapaziét ausbreitet

wie eine ansteckende Krankheit. Jeder potentielle Kaufer erwirbt das Produkt nur einmal.

Als Kapazitiat werden 1500 Einheiten angenommen und man startet mit einer Verteilung von 20 Wer-

beexemplaren. Als Wachstumsrate/Monat (= p) schitzt man den Wert 0,0005. Das Wachstum der

Verbreitung entspricht dem monatlichen Absatz.

a) Erstelle das diskrete Modell fiir die Verbreitung des Produkts mit den zugehorigen Absatzmengen.

b) Stelle die Verbreitung und die Absatzmengen in einer geeigneten Form graphisch dar.

¢) Wann wird die halbe Marktkapazitit erreicht?

d) Wann wird das Absatzmaximum erreicht?

e) Wann wird die 1000 Einheitengrenze tibersprungen?

f) Andern sich die Ergebnisse c) bis ) wesentlich, wenn man mit 50 Werbeexemplaren beginnen
wiirde?

g) Wie lautet die entsprechende logistische Wachstumsfunktion?

Ubungsaufgabe 2: Steueraufkommen

Die Steuereinnahmen S (in Mill. EURO) eines Wirtschaftszweiges wachsen nach der Formel:

6
Sl‘ = —
@) 1 + 4

Nach ¢ = 3 Jahren betragen die Einnahmen bereits 2,7 Millionen €.

a) Berechne die Wachstumskonstante ¢ (auf drei Dezimalstellen genau).

b) Mit welchen Einnahmen wurde iiberhaupt begonnen?

¢) Erzeuge den Funktionsgraphen in einem geeigneten Mallstab und skizziere den Graphen.

d) Zu welchem Zeitpunkt steigt das Steuerautkommen am raschesten? Markiere den Zeitpunkt am
Graphen.

e) Wie hoch ist Deiner Meinung nach die obere Grenze der Steuereinnahmen? Begriindung!

Ubungsaufgabe 3: Haben Sie das schon gehort?

In einer Stadt mit ca. 50 000 Einwohnern sei die Anzahl N(¢) derer, die nach ¢ Tagen von einem be-
stimmten Gerticht gehort haben, ndherungsweise durch die folgende Formel gegeben:
40000
N@) = 251
I + 39999¢™

Beantworte alle Fragen vorerst nur mit Hilfe des Funktionsgraphen und/der mit Hilfe der Tabelle.

a) Wie viele Personen wissen nach 5 Tagen von dem Geriicht?

b) Wie lange dauert es, bis dass die halbe Stadt davon weil3?

¢) Zu welchem Zeitpunkt ist das Geriicht am lebendigsten?

d) Bis wann ist Deiner Meinung nach auch der letzte Biirger davon informiert? Begriinde Deine Ant-
wort!

e) Welche GroBe in dieser Funktionsgleichung beschreibt die Geschwindigkeit, mit der sich das Ge-
riicht verbreitet? Schreibe eine Formel fiir eine langsamere Verbreitung hin.
Wie muss sich der Funktionsgraph verandern?

f) Versuche die Aufgaben a) und b) numerisch zu 16sen.

g) Wie konnte ein entsprechendes diskretes Modell lauten.
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Wir gehen davon aus, dass der Matrizenbegriff schon bekannt ist. Der Umgang mit Matrizen ist besonders re-
chenintensiv, daher ist es kaum moglich, sinnvolle Anwendungsaufgaben praktisch durchzufiihren. Mit dem
TI-83+ haben wir nun die Gelegenheit, die Rechnungen auszulagern, und uns auf die wesentlichen Grundlagen
zu konzentrieren. In diesem Papier werden zwei Anwendungen angeboten:

(1) Eine Querverbindung zur Geometrie, die eine Vernetzung von Anwendung der Matrizenrechnung, Trigono-
metrie, Vektorrechnung und rdumlicher Anschauung herstellt.

(2) Eine Aufgabe aus der Okologie, die den Einsatz von Ubergangsmatrizen zeigt.

Vom Schriigriss und anderen Parallelprojektionen

Fiir die Darstellung von rdumlichen Objekten stehen unterschiedliche Verfahren zur Verfiigung.

Sie reichen von der Freihandzeichnung {iber die Fotografie zu strengen geometrischen Methoden, wie
Darstellung in Grund-, Auf- oder Schrigriss. Besonders anschaulich sind perspektivische Bilder, da
sie die rdumliche Wirkung noch besser zur Geltung bringen.

Ein rdumliches Objekt wird durch die Menge seiner Punkte bestimmt. Es kann eine Raumkurve oder
eine durch eine oder mehrere Flachen begrenzte Figur sein. Wir wollen die Abbildungsverfahren an
einer Pyramide mit einer rechteckigen Grundfléche erforschen. Die Pyramide hat ihre Basis ABCD in
der xy-Ebene mit A(4,0,0), B(4,6,0), C(0,6,0) und D(0,0,0). Die Spitze S der Pyramide liegt in (2,3,5).

Wir beschreiben die Pyramide durch ein

~Raumpolygon* [A,B,C,D,A,S,C,B,S,D]. [

Das Problem besteht nun vor allem darin, die dreikomponen-
tigen Koordinaten des rdumlichen Objekts in Koordinatenpaa-
re des ebenen Bildes des Objektes zu transformieren.

e ] Bl e Ton B OO
A ENT TG
ESCNE S EENE)

P(x.y,z) = Py(xp 3p)

Eine allgemeine axonometrische Abbildung (Grund-, Auf-, Seiten- und Schrégriss sind Sonderfille
davon) ist festgelegt durch die Winkel o und g, die die Bilder von x- und y-Achse mit der waagrechten
Bezugsgeraden bilden, sowie durch Verkiirzungsverhéltnisse vy, vy, und v, in den Achsenrichtungen.
Beim Schrigriss bilden z, und x, einen rechten Winkel, y, bildet den Winkel B und nur die Abstdnde in
y-Richtung werden verkiirzt.

Skizziere einen Schrigriss der gegebenen Pyramide mit #= 30° und v, = 0,5.

Die Skizze soll die Ableitung der Transformationsformeln begleiten, die eine einfache Anwendung der
Winkelfunktionen in rechtwinkligen Dreiecken darstellt:

Yizp
ff;(f,:,vr.)

x,=t-s = y-v,-cosff — x-v, -cosa
y,=-—u-v+z-v, =—y-v sinff - x-v -sina + z-v, %
oder in Matrizenschreibweise :

—v.cosa —v, sina
(xp,yp) = (x5, ,2) - v, cos f3 -, sin f3

0 %

z
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Bevor wir die Pyramide, deren Eckpunkte in einer Matrix zusammengefasst wurden, darstellen, sollen
auch die Achsen abgebildet werden. Bei dieser Gelegenheit werden wir sehen, wie wir zur rdumlichen
Darstellung kommen. Das Achsenkreuz wird durch das rdumliche Polygon achsen definiert. Als erste
Darstellungsform wihlen wir die recht beliebte ,,isometrische Projektion®. Bei dieser bilden die Bilder
der Achsen miteinander die Winkel 120° (e =3 = 30°) und es gibt in keiner Achsenrichtung eine Ver-
kiirzung. Wir definieren die entsprechende Abbildungsmatrix, speichern sie unter dem Namen [ I]
und wenden sie auf die Matrix [A] an. Vorerst miissen die Matrizen definiert werden. Alle Matrizen-
operationen erfolgen aus dem Aufruf (= [MATRIX]): Uber NAMES werden sie aufgerufen und
ins Rechenfenster iibertragen, iber MATH spricht man die Matrizenoperationen an und iiber EDIT
werden sie definiert, bzw. kdnne bereits bestehende Matrizen verdndert werden. Insgesamt reicht der
Speicher fiir 10 Matrizen, denen die Bezeichnungen [A] bis [J] zugeordnet werden konnen. Zuerst
wird [A] erzeugt. Gehe mit ] zum EDIT-Menii und bestitige fiir [A], die Matrix achsen besteht aus

5 Zeilen und 3 Spalten.

8 0 0 MATH EDIT |MATRIX[A]I W =1 MATRIXIA] S ®3
0 0 0 [0 1| (A 0 1] 1
i [B] [0 0 ] |

achsen = {0 0 8 3T IC] EE 3 3 }

00 0 % EE} [0 i H ]

0 8 0 &: [F]

T [5] 1:1=H
Jetzt konnen Zeile fiir Zeile die Elemente der Matrix in die vorberei- MATRIXIA] 5 =3
tete ,,Schablone* eingetragen werden. E E g g a
Die fertige Matrix [A] sollte dann so aussehen wie nebenstehend E 3 g HE a
abgebildet. Lo B ]
Auf die gleiche Art erzeugen wir die 3x2-Transformationsmatrix [I] —
aT=

fiir die isometrische Abbildung.

Stelle zuvor sicher, dass im [MODE] in der dritten Zeile Degree als WinkelmaR eingestellt ist.

—cos(30) —sin(30 MATRIAL[I] & =2
Die Matrix | cos(30) —sin(30) | wird editiert. L iy ool ]
0 1 Coo0oga Qg ]
AnschlieBend kann im Rechenfenster das Produkt von [A] mit [ 1]
erzeugt und etwa unter dem Namen [B] gespeichert werden. zx1=cosC3E00
Der Matrizeneditor wird mit (= [QUIT]) verlassen.
Die Matrizen werden immer iiber [MATRIX] NAMES aufgerufen und mit iibernommen:
[AI+[I]1+I[E] [AI+[I]+[E] In der ersten Spalten finden sich die x- und in
[[-&.2282 -4.90. d : . . .
[@.B6EE @, aaE | der zweiten die y-Koordinaten der Bildpunkte.
[B. 88868 2.888...) Das Problem besteht darin, diese Spalten in
(G, GEEE 0,606 . PR
[6.9282 -4.@@ | geeigneter Form in den Grafikschirm zu iiber-
tragen und die entsprechenden Punkte zu ver-

) ) . . binden. Dazu wiirde sich ein Programm anbie-
Die Punkte ... zeigen an, dass die Matrix nach rechts (oder

nach anderen Richtungen) weitergeht. Mit den Cursortasten ten. Wir wollen hier aber nicht programmie-
© @ ® © konnen auch diese Matrizenelemente erreicht ren, sondern wihlen eine einfache — und leicht

werden. wiederholbare — Vorgangsweise

27



st

TEURDTE

TI-83+ — Unterrichtssequenzen

Wir iibertragen die beiden Spalten in Listen und stellen die Punkte als ein L -Diagramm dar. Maxi-

mal drei Diagramme konnen gleichzeitig prasentiert werden. Es ldsst sich daher zu den Achsen auch

das Bild unserer Pyramide herstellen.

Uber [MATRIX] MATH wihle den Befehl Matral ist( und ergiinze im Rechenfenster:

HFIT;1E5 liZmMs EDIT

ident.ital
frandh

i auament
HiMatrrlist

[A.06088 HA.8684..

[A.0888 2.8684..

[A.06088 @.8684..

[6.92582 -4.6868.
MatreTizst< [Bl.L1
2Lz

Oone

[ |

ClrList Lza.Lualce
L&

Oone
L1
LoE.F232 L8884,

Lz
E'4.EEEE H. 8886,

Die Spalten der Matrix werden in die Listen L1 und L2 kopiert.

W I KOO0
amin=-9.4
amax=9. 4
necl=
Ymin=-6.2
Ymax=g.
Yeizl=1
ares=1

Uber (= [STAT PLOT]) und werden fiir den
Plotl die Diagrammparameter festgelegt. Die (WINDOW]-Werte
werden angepasst und nach dem Wechsel ins Grafikfenster -

GRAPH] - sind iiber Z0OM] (= [FORMAT]) moglicherweise die

Einstellungen zu verdndern. Dann sollten sich die Koordinaten-

achsen in isometrischer Darstellung zeigen.

Erzeuge nun die Matrix fiir das Raumpolygon, das die Pyramide darstellt und speichere sie unter dem

Namen [C]. Fiihre die Transformation mittels der Matrix [ 1] durch, speichere das Ergebnis in der
Matrix [D] und iibertrage die Spalten von [D] in die Listen L3 und L4, die im Plot2 zur Darstel-
lung der Pyramide herangezogen werden.

[ -3.4641

)
1962
k1

|:|:||'_.-.|
o

[.
[S
Mat.
Ly

a

.

5 1 < A = 5 T
~2. H8.

2. 288,
-5« @8]
i=tC [O].L=

Oone

Definiere nun die, den Schrégriss
von Seite 1 (#=30°,v,=0,5)
erzeugende Transformationsmat-
rix [H] und erzeuge das entspre-
chende Bild (Achsen + Pyrami-
de). Dabei sind fallweise die
[WINDOW]-Werte anzupassen.

MATRI®IH]
[ -1.000 00000
[ 4330 -

[ 00000
zaz=1

3 w2
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Fiir die Anwendung unterschiedlicher axonometrischer Abbildungen ist es praktisch, ein (kleines)

Programm AFF zu verwenden, das zu beliebigen Verkiirzungsverhiltnissen vy, vy, v,und den Winkeln

o, B zwischen den Projektionen der Achsen (siehe Seite 1) die jeweilige Matrix erzeugt.

Zu diesem Zweck rufe NEW auf, gib dem zu schaffenden Programm den Namen AFF und iiber-

trage den Programmcode.
Input ™
Input ™
"vz=",
"ALPHA="",A
,B

Input
Input

Input "BETA="

[[uX*cos(A),ux*sin(A)][Y*cos(B),uY*sin(B)][0,Z]]u[J]

EHEC EDIT PROGEAM CTL EXEC FHDEEHM HFF
iHCreate MNew Mame=RFFQ EHIHPH flnput "WE=",
tPromF : Tmeuf, Mii=n]
=:0isF tInPut MhEs", F
42 0isFGrarh !InPut "ALPHRA=":
2i0isrTable
g 0utFut fInFut "BETH=":1
ridetkey

Den Befehl Input kann man nicht eintippen, sondern erhilt ihn — wie viele andere In-

put/Outputanweisungen —

im Programmeditor, nachdem man nochmals die [PRGM]-Taste gedriickt hat.

Die Doppelpunkte erscheinen automatisch an jedem Zeilenanfang.

EEDEHHNI AFF
Input "BETA=":

Pl -whcosCR
[V*c?

'-DIII'nIIJ"I-UI

—HITOITm

]
]
]
]
]
]

T

IH

???E? MATH ECOLT
18%2

SR
SHE

In der letzten Zeile ist zu beachten, dass die Mat-
rixbezeichnung [J] fiir die neu geschaffene
Transformationsmatrix nicht einzutippen ist, son-
dern unter [MATRIX] abgerufen werden muss.

Das Programm kann gleich getestet werden, indem man nachpriift, ob die entsprechenden Daten die
Matrizen fiir die isometrische Abbildung, bzw. fiir den Schrégriss unter dem Namen [J] ergeben. Mit
[QUIT] wird der Programmeditor verlassen. Aus dem Rechenfenster wird aufgerufen:

EOIT HEW [H. BaEEA &, BEEEL WY=1
F Fr-amAFF WZ=1
s ANHUITAT Wa=1 ALFHA=3A
S'BILDER =1 BETA=3H
4:BIHOMVER W= [[-.3660 -.50HA..
—: CEEATEEL ALFHA=3A [.266H -.52HEH..
& GL3GEAD BETA=3H [H.B8EEa 1. 8680,
r4ERINED [
MATH EOIT U] -.0668 -. SEEE..| Der Vergleich mit der friher
1682 [. 23564 ~ . SEEAE. hergestellten Matrix [ 1] zeigt
S: [E] [B.8860 1.0000. . oo
B [F] [I]
rilE] [[-.235668 -.50840.. |
2: [H] 3I=2 [.2566H =.SEER_ | Uberpriife auch die Transforma-
F E-}} %ﬁ% [A. BEEA 1.E8EE..| tionsmatrix fir den Schrégriss.
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Ubungsaufgaben:

a) Welche Parameter erzeugen Grund-, Auf und Seitenriss? Erzeuge ein Bild der Pyramide mit allen
drei Rissen.

b) Stelle einen Wiirfel, Oktaeder, Tetraeder oder eine Figur deiner Wahl in mindestens zwei ver-
schiedenen Projektionen dar.

¢) Die ,Militirperspektive* lasst den Grundril unveréndert und verkiirzt in der z-Richtung mit dem
Faktor 0,5. Damit wurden frither anschauliche Bilder von Befestigungsanlagen hergestellt. Erzeu-
ge die Transformationsmatrix mi 1 und bilde ein Haus ab.

d) Eine besondere Projektion heillt dimetrisch. Dabei erscheinen y- und z-Achse unverkiirzt und bil-
den in der Projektion den Winkel 97,18°. Die x-Achse wird im Verhéltnis 0,5 verkiirzt und ihr
Bild schlieB3t mit den Projektionen der beiden anderen Achsen gleiche Winkel ein. Erzeuge das
dimetrische Bild eines Objektes deiner Wahl.

Grund-, Auf- und Seitenriss Haus in Schrégriss und in Militdrperspektive
der Pyramide

Eine Raumkurve wird durch einen Vektor mit einem Parameter dargestellt. Die einfachste Raumkurve
stellt die Gerade in Vektorform dar, z.B. Gerade g(A(3,3,0),B(0,3.,4)). Als zweites Beispiel wird ein
Kreis mit dem Radius 3 und Mittelpunkt M = (2,-1,2)beschrieben, der sich in einer Horizontalebene
befindet. Die dritte Kurve ist eine Schraublinie (Helix). Wir wollen alle drei Kurven im Schrégriss
darstellen.

Die Parameterdarstellungen der drei Kurven lauten:

X 3 -3 X 3cost+2 X 4cost
Gerade: | y [=| 3 |+¢-| 0 |; Kreis: | y |=| 3sint—2 |; Helix: | y |=| 4sint
z 0 4 z 2 z 0,05¢

Die Multiplikation mit der Transformationsmatrix liefert eine Parameterdarstellung der gesuchten
Bildkurve, die auf den Grafikschirm iibertragen werden muss. Mit einem symbolischen Rechner wie
dem Voyage 200 oder TI-89 wire das direkt zu erledigen.

[ﬁ. T FE™ Trz-T ruvT FE T FE™ T ] [ﬁ. T FE™ Trz-T ruvT FE T FE™ T ]
-E Algebra|Calc|Other[PramldfClean Up -E Alasbra|Calc|Other [PramI0|Clean Up
"[3 3 E]+t[°3 O 41+ gerads ROrawbarm -3 cos(ly+ = oo
[3-3-t 3 4-t] Done
B[Z-cos(h)+2 F-sin(t) -2 21+ kreis mhelix-schrl Fa——

[ [3--:05(*;):21 Sreint-2 2] [ﬁ-sin(t)—4-c,os(t) _ZEB —sin(t)] S
B 4-cosit) 4-zinlt) == |+ helix
2 + = Or-awFarm [B-sin(t)—d---:os(t) ﬁ—sir)
[4-:05(L) 4-sinCt) ﬁ] Done

ISP N LS P O TR | [ .11, ans<¢i201.21,-360,.720,.10

PMATEIR DEG EXACT FUNC /30 PMATEIR DEG EXACT FUNC 8/30 MATEIH DEG EXACT FUNC

In den Bildern wird der Vektor he I IX mit der Transformationsmatrix schrl multipliziert und das
Ergebnis sofort zum bereits vorhandenen Achsensystem gezeichnet.
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Auf dem TI-83+ miissen wir einen ,,numerischen” Weg beschreiten: die Matrix schrl entspricht
unserer Matrix [H]. Zuerst bilden wir das Achsenkreuz (Matrix [A]) ab, schreiben die Punkte in die
Listen L1 und L2 wie oben gezeigt und konnen im Plotl die Achsen im Schrégriss darstellen.

[R1*[H]+[E]
[[-E.0660 6,866,
[6.0666 6,000,
[6.66868 2.6000.. -
[B.66866 6,680, Ymin=-3.2
[S.dEd4] -Z.80.| Ymax=3
Matrelist([El-L1|| ¥=scl=1
=Lz rres=N Nun folgt der neue — numerische — Teil:

Wir wollen exemplarisch den Schragriss der Schraublinie erzeugen. Dazu definieren wir in den Listen
L3, L4 und L5 die Folgen der x-, y- und z-Koordinaten der Parameterdarstellung mit einer hinreichend
kleinen Schrittweite, so dass die entstehende Kurve doch schon glatt erscheint. Wir wihlen den Para-
meter ¢ zwischen —360° und +720° mit einer Schrittweite von 20°.

Mit [STAT]1:Edit 6ffnen wir den Listeneditor, setzen den Cursor auf L3 und gelangen mit in
die Eingabezeile.[L1ST] fiihrt iiber OPS zu den moglichen Listenoperationen, aus denen wir den Fol-
genbefehl seq( auswihlen. Nach der Parameterdarstellung der Helix ist die erste Komponente
4*cos(t), daher wird die Folge dementsprechend gebildet: seq(4*cos(T),T,-360,720,20).

Die Folge erscheint sofort in der Liste. In L4 wird seq(4*sin(T),T,-360,720,20) und in L5
schlieBlich fiir die z-Koordinate seq(T/200,T,-360,720,20) erzeugt.

MATH 3|2 L |5 HAMES REMIE EOIT

4 0bbh | 00000 | BWCODE o Tdimg
z.PEBH | 12684 | ~L.700 Qd=Fil11c
s.bEhz | EEFLE | -LEOD S 5 domE b
Eb0bh | Ehehi | -LE0b .

seal “agus | 858¢ | -r3ou ?igﬁEﬁﬂ,ﬁu

2 CUmSLIMG -2.dou | 29G4 | 1200 Jos Matee]ist

Fldalisty Lsih=-1.8 EREL i =t kmat.rq

Um die transformierende Multiplikation durchfiihren zu kénnen, miissen diese drei Listen in eine Mat-
rix iibergefiihrt werden, bei der sie die Spalten der Matrix bilden. Da kénnen wir schon vermuten, dass
es den zu Matral ist inversen Befehl ListaMatr auch geben wird. Und tatsidchlich werden wir
unter [MATRIX] MATH fiindig. Wir speichern diese umfangreiche Matrix unter dem Namen [C].

[H. BEEE EI gEa. | [C1+[HI+[DIN LS Jid |—
[H. 888 ©.868.. ST
. b | =L.70D
Matrelist( [B1-L1 3-eib
aLg =i
Done 'i;gg
Listematr{L3-Ly- _Lebb)
Le- [CTJN [Hame=HZN
Die Daten fiir die grafische Ausgabe wollen wir [-.o008 2. 6. Jrar F Flaks
C o . [1.8111 -2.Z%8..
in die Listen H1 und H2 schreiben. [2.488% -Z2.2€ ITure:® = ﬂ I
) ) [3.56668 -Z,86J '“_' L=
H1 und H2 werden iiber [STAT) 1:Edit definiert |[Matrelist( (D] tHf€listiH1
) 1. HZ2) Y1i=t.2HZ
und bereitgestellt. DonelMark: = + B

Nun wird es Zeit, dass wir die Schraublinie endlich sehen!
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OFEAW FOIMTS BRI StorePic 1
StorelPic StorePic ZA
tRecallFic
i StoreEiE
tRecal 1G0E

Das Bild lasst sich als Ganzes speichern (iiber (= [DRAW])und bei Bedarf wieder ins Gra-
fikfenster laden. Ich habe hier das Achsenkreuz als Picl gespeichert und kann diese Grafik mit der
Projektion einer beliebigen anderen Figur iiberlagern. Damit wird der Platz fiir ein weiteres Diagramm
frei.

Zum Schluss sehen wir noch die Schrigrisse des Kreises und der Geraden (mit 0 <z < 1).

Fiir die Darstellung von perspektivischen Bildern ist ein groBerer Aufwand nétig. Ich verweise auf [1].

Tiere auf Wanderschaft

Wissenschaftler haben die Wanderbewegungen einer bestimmten Tierart beobachtet. Zu diesem
Zweck wurde ein groBeres Gebiet, das von dieser Spezies bewohnt wird in 5 Regionen geteilt. Eine
Anzahl von Tieren wurde markiert und man konnte ein einigermal3en stabiles Wanderverhalten der
Tiere beobachten. Eine ,,Ubergangsmatrix“ beschreibt die Migrationsgewohnheiten der Tiere.

Anteil wandert ein in
Region 1 Region 2 Region 3 Region 4 Region 5
&g Region 1 0,60 0,10 0,05 0,10 0,15
g ; Region 2 0,10 0,50 0,10 0,05 0,25
z & Region 3 0,05 0,10 0,70 0,05 0,10
R Region 4 0,20 0,20 0,10 0,40 0,10
< Region 5 0,15 0,15 0,00 0,15 0,55

Eine Zéhlung ergab fiir die 5 Regionen die folgenden geschétzten momentanen Bestandsmengen:
2500, 3600, 1700, 2100, 2400.

a) In zwei Jahren wird wieder gezéhlt. Wie viele Tiere sind in den Regionen zu erwarten, wenn an-
genommen werden darf, dass sich das Wanderverhalten nicht wesentlich &ndern wird?

b) Wie sehen die Besténde in 10, in 20 und in 50 Jahren aus?

¢) Wird sich einmal ein stabiler ,,Gleichgewichtszustand* einstellen? Wie sieht dieser aus? (Natiir-
lich unter der Voraussetzung von Verhaltensweisen, die sich nicht wesentlich dndern — etwa durch
Umweltkatastrophen, ein geéndertes Nahrungsangebot, Eingreifen des Menschen, usw.)

d) Okologen fangen 800 Exemplare aus Region 2 und verteilen diese gleichmiBig auf die vier ande-
ren Gebiete. Beantworte die Fragen a) — ¢) unter den gednderten Bedingungen.
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Losungsvorschlag

Die erste Zeile der Tabelle bedeutet, dass ca. 60% der Tiere, die sich in Region 1 authalten standort-
treu bleiben, 10% von ihnen wechseln in Region 2, bzw. Region 4, 5% wandern aus nach Region 3
und 15% begeben sich nach Region 5.

Wie grof3 ist daher die Population im nichsten Jahr in Region 1?
2500 x 0,60 + 3600 x 0,10 + 1700 x 0,05 + 2100 x 0,20 + 2400 x 0,15 = 2725

Berechne auch den Bestand in den anderen 4 Regionen — mit der Hand, oder mit Hilfe einer geeigne-
ten Matrizenoperation!

Uber [MATRIX] EDIT erzeugen wir die 5 x 5 Matrix [A] und iibertragen die Werte aus der
Migrationstabelle.

MATRIKIAI 5 XG5

Apbg 00D o
[ 1000 EGbD  L0bb -
[ .0k Abbh PbDb
[ .z c0fh  Lb -
[.1E 1500 00000 o

Die Elemente werden nacheinander eingegeben. Jede Eingabe wird mit [ENTER] abgeschlossen.

Der Bestand wird in der 1 x 5 Matrix [B] (= Zeilenvektor) festgelegt. Die Multiplikation [B]*[A]
liefert die Bestéinde nach einem Jahr.

MATRIKIE] 1 X5 [MATRIKIE] 1 =G E?%?ég] BEAB TO8 IEI [E_F"EE. aoEa oa..
[ i R . -1- . .0 TN u kil SN g g}
[ O.0000  b.ObbD 1P0b0  zLbb.ab 1 i [ [2725. BEEE]
[SEHE. BEEE]
[1€85. BEEA]
[1715. BEEEA]
[2970. B0Ea] ]
1-1=H 1 5=246H L
Ll E% (1.1 2560 * [ Das Ergebnis erscheint wieder als Zeilenvektor.
Al [[.2215] [MATRIX] MATH 2:7 transponiert das Ergebnis, so dass es als Spal-
E . %g%g% tenvektor erscheint.
E . %E?g% : Wenn nur die Anteile gefragt sind (wesentlich allgemeiner), dann ist
] - das Ergebnis noch durch die Gesamtanzahl zu dividieren!
Beachte, dass die Division in eine Multiplikation umzuwandeln ist.
[« 241911 [3155. BEEA] ]
L[E1*[R]I™23T Ans+C 1,1 23686
[[28]1E. 5BEE] [[.2291]
[27oE. 20EE] [« 22561
[1927. 20680] [« 12E7]
[1E49, BEAE] [«1341]
[3155.06680] ] . [. 226511

Nach zwei Jahren sind nach dem Modell 2819, 2750, 1927, 1649 und 3155 Tiere in den verschiedenen
Regionen. Oder ihre Anteile betragen etwa 22,9%, 22,4%, 15,7% 13,4% und 25,6%.

Das sind die Bestinde nach 10 Jahren:
und nach 20 Jahren:

und nach 50 Jahren:
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Wie lauten die Prozentanteile fiir die fiinf Regionen?

Fiihre nun die Aufgabe mit dem geénderten Anfangsbestand
aus [2700, 2800, 1900, 2300, 2600]. Editiere die Matrix [B].

Offensichtlich stabilisiert sich der Zustand. Diesen stabilen Zustand wollen wir nun berechnen. Wenn
es ihn gibt, dann muss die Multiplikation des Bestandsvektors [B] = (b1, b2, b3, bs, bs) mit der Uber-
gangsmatrix [A] diesen unverdndert lassen, also

[B1*[A1=IB1; fiir welchen Vektor [B], gilt dies, wobei aber aulerdem die Summe aller
Vektorkomponenten wieder 12300 sein muss (oder 1, wenn wir mit den
%-Anteilen rechnen).

Es entsteht das folgende Gleichungssystem:

0,60 by + 0,10 by + 0,05 by + 0,20 by + 0,15 bs = b, (1)
0,10 b, + 0,50 by + 0,10 by + 0,20 by + 0,15 bs = b, ©)
................................................................................ 3)
................................................................................ 4)
................................................................................ (5)

Diese fiinf Gleichungen sind linear abhéngig und liefern keine eindeutige Losung. Eine der fiinf Glei-
chungen wird ersetzt durch die oben genannte Bedingung, dass by + b, + b3 + by + bs =1 (6).

Warum sind die fiinf Gleichungen (1) — (5) nicht von einander unabhéngig?

Lose das Gleichungssystem.

Hier gibt es mehrere Moglichkeiten, das lineare Gleichungssystem zu 16sen. Man kann nicht, wie mit
einem symbolischen Rechner die Gleichungen nacheinander eingeben und sofort die Losung erhalten.
Alle folgenden Uberlegungen beziehen sich auf die Arbeit mit Matrizen.

1. Moglichkeit:

Das Gleichungssystem (1) bis (4) wird umgeordnet und Gleichung (5) durch (6) ersetzt. Die entste-
hende (erweiterte) Koeffizientenmatrix wird als 5 x 6 Matrix [C] gespeichert.

~0.4 010 005 020 015 0 MATEIRIC] 5 =6
- .cu AE n.an ]
0,10 -0,50 0,10 0,20 0,15 0 _ .20 AE oo ]
0,05 010 -030 010 0,00 0 ok R
’ ’ ’ ’ ’ — .00 i.0n %J
0,10 0,05 005 -0.60 015 0
1 1 1 1 1 12300 e . g=17TAG
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Der Befehl rref (aus [MATRIX] MATH) bringt die Matrix in die ,,Row Reduced Echelon Form“
(= reduzierte Zeilen-Staffel-Form), in der die Losungen des GLS sofort abgelesen werden konnen.

HAMES a EOIT | [1.66 1.868 1.68.) [1.868 1.66 1.6..]. 1.6068 2269, B3]]
&Tran rrefe[C1) rrefs [C1) rrefs [C]1)

i audment-g [[1.868 B.688 8.8..]. g.88 2923,.24] .6.600 B.88 .24]
g2 Matrrlisty [B.88 1.88 8.8..]. #.88 2594,96] .6.668 B.88 .2]1]
S Listkmatrg [B.88 B.88 1.8.]. #.88 1967.14] 1.6.668 B.88 .1&]
H2 cumSumy [6.88 B.88 B.8..]. 0.88 1664.84] L.1.668 B.88 .14]
a}!rEFE_( [6.88 B.88 B.8..]. l.08 3269.85]1]1].0.88 1.88 .26]1]

rre

Und diese Werte kennen wir ja schon. Das letzte Bild ist entstanden, nachdem die Zahl 12300 in der
Matrix [C] auf 1 abgeédndert wurde.

Als zweite Moglichkeit will ich die Losung mittels inverser Matrix anbieten, wobei wir uns auch das
Schreiben der Systemmatrix [C] - ohne letzte Spalte - ersparen wollen. Bei Betrachtung des Systems
(1) — (5) fillt auf, dass die Koeffizienten aus der Differenzmatrix [A]" - E hervorgehen, wobei E die
5 x 5-Einheitsmatrix ist.

[Al T-identitodSIMATRIKIO] S5 %5 [0]-1%] [H.-6.8:H51 [S2E9, 8311

+[01 .0 B i 1§23Ea1]t Ans+{ 11236887

[[--d8 .18 @5 )10 &0 AR ] [[2923. 24 ] [[.29]
SRR & opd 1R gt

« b u “um - L.00 1.00 1 u u

[.18 .B5 .B5 [16E64.E4] [.14]

.[-15 20 L 18 1 . [3289,. 8311 [.26]1]

E-E=

Die Differenzmatrix wird gebildet und die Elemente der letzten Zeile werden abgedndert. Aus der
Multiplikation des ,,Konstantenvektors® mit der inversen Matrix ergibt sich wieder das nun schon be-
kannte Ergebnis der stabilen Endverteilung.

Noch ein interessantes Rechenexempel soll durchgefiihrt werden:

Wir 16sen das Gleichungssystem (1) — (5) und sehen dass sich eine einparametrige Losungsmannigfal-
tigkeit ergibt (bs = ¢). (In [C] sind wieder die urspriinglichen Koeffizienten der Zeile (5) eingetragen.)

HE-
B=GENEIG)
" EEER

Die vorletzte Zeile heifit interpretiert: by— 0,5187¢t=0 — by = 0,5187¢.

Analog ergibt sich: b; = 0,5942¢, b, = 0,8084¢ und b, = 0,9107¢. Damit ist die allgemeine Losung die-
ses Gleichungssystems gegeben. Suche nun jene spezielle Losung, bei der die Summe aller Variablen
den Wert 12300 bzw. 1 annimmt. Und das wollen wir ohne den SOLVER erledigen:

0,9107¢ + 0,80847 + 0,5942¢ + 0,5187¢ + ¢t = 12300 — ¢=3209,81

Und damit treten neuerlich - bis auf Rundungsungenauigkeiten - die Ergebnisse von vorhin auf.
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