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1. Vorwort

Der Einsatz des Voyage 200 erleichert die Verarbeitung von Daten und erlaubt es, eine engere
Verbindung zwischen beschreibender und beurteilender Statistik herzustellen.

Die Normalverteilung ist die wichtigste stetige Verteilung. In Belgien wird i.a. diese Verteilung
erst nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung und zwar als Approximation der Binomialverteilung
eingefuhrt.

Heute wéhlen wir die folgende Vorgangswel se:

Das Datenmaterial wird durch ein Histogramm mit geeigneter Klassenbreite dargestellt. Das
“Ansehen der Daten” auf diese Weise gibt rasche Information Uber Form, Streuung und
Ausreil3er der Verteilung. Die Flache unter dem Histogramm wird durch Anpassung der Einheit
auf der vertikalen Achse zur Malizahl fur die relative Haufigkeit. Als mathematisches Modell
wird dann eine Kurve gezeichnet, die moglichst gut tUber das Histogramm gelegt werden kann.
Fir ein glockenférmiges Histogramm wird eine Normalverteilung as mathematisches Modell
gewahlt.

Als zweites Beispiel ist die Einfihrung des Begriffes Erwartungswert F£(.X)einer

Zufallsvariablen X vorgesehen. Den Erwartungswert erhalten wir as Stabilisierung des
Mittelwerts von reellen Zahlen, die man durch oftmalige Ausfihrung eines Zufallsexperiments
erhdt. Die Simulation von Zufallsexperimenten mit dem Voyage 200 ist hier sehr behilflich.

Die "Statistics with List Editor" Applikation des Voyage 200, mit dem die Beispiele im
folgenden Text ausgearbeitet werden, ist sehr nitzlich.
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Einzelheiten Uber diese Applikation werden hier nicht erklart. Die Abbildungen sind
selbsterklarend und die Anleitung zu dieser Applikation (194 Seiten) finden Sie im pdf-Format
auf http://education.ti.com/us/product/apps/89/statsle.html.




2. Daten beobachten

2.1 Eine schiefe Verteilung: Baywatch

Waéhrend der Ferienzeit werden die Strande an der belgischen Kiste durch Rettungskréfte
bewacht. Viel Studenten fuhlen sich von diesem abenteuerlichen Urlaubgjob angezogen. Die
Ausbildung fir diese “Retter am Meer” ist aber nicht zu unterschdtzen; neben einem
umfassenden theoretischen Lehrgang muss man auch eine Anzahl von schweren
Schwimmprifungen ablegen.

Die Ausbildung wird jahrlich organisiert. Zuerst mussen die Studenten bei der theoretischen
Prufung durchkommen. Der Kurs besteht aus sieben Kapiteln. Um die theoretische Priifung zu
bestehen, muss man mindestens 50% der mdglichen Punkte fir jedes Teilkapitel erreichen.

Zur Ausbildung in 2002-2003 meldeten sich insgesamt 299 Teilnehmer. In Kapitel 1 konnten 50
Punkte erreicht werden. Hier folgen die Ergebnisse der Teilnehmer:

44 46 42 45 45 39 47 37 46 32
40 29 34 44 34 40 41 35 38 36
48 36 40 47 42 33 43 40 33 43
42 44 38 35 24 35 46 45 12 23
21 29 36 27 37 39 29 47 45 42
13 37 43 36 43 42 40 26 42 38
23 32 40 23 42 31 43 34 30 31
47 36 39 45 37 47 40 44 34 49
32 45 44 37 33 49 28 14 47 33
33 48 46 32 42 44 30 25 14 18
40 48 41 41 48 19 45 43 33 40
33 44 44 41 35 25 26 50 41 39
42 47 38 35 38 6 48 40 34 28
32 48 24 32 36 33 44 35 23 34
40 46 43 26 41 41 27 29 8 42
36 33 46 43 42 35 39 44 50 32
23 49 42 46 33 43 42 43 40 37
38 43 18 26 33 44 39 28 49 45
29 41 36 16 42 49 43 22 25 37
18 48 39 31 35 30 35 30 47 47
29 35 35 39 26 20 37 33 40 39
48 27 44 48 46 36 31 28 36 33
42 48 24 25 48 34 39 32 48 36
39 32 38 46 31 29 39 43 42 25
39 30 42 40 33 33 41 16 12 43
44 16 30 38 47 42 47 44 37 48
44 35 47 36 43 46 34 32 24 37
38 49 36 33 40 29 42 44 43 47
48 43 30 43 33 47 23 42 15 36
40 39 44 31 28 45 39 35 45

Aufgabe der beschreibenden Statistik ist es, diese Daten zu veranschaulichen, zum Beispiel
durch ein Histogramm oder ein Boxplot (Kastendiagramm).
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Die Verteilung ist links schief; es gibt mehr Studenten mit guten als mit schlechten Resultaten.
Das Histogramm mit der Klassenbreite 20 gibt zu wenig Information und vermittelt den falschen
Eindruck einer symmetrischen Verteilung. Hingegen gibt das Histogramm mit Klassenbreite 2
gibt zuviel Detailinformation.

Es ist bequem Uber Funktionen zu verfligen, die zdhlen wieviele Elemente in eéinem bestimmten
Intervall liegen. Solche Funktionen kann man leicht programmieren und sie bleiben im Speicher
erhalten, solange man sie nicht wieder 16scht.

Intervall Funktionsname (Parameter zwischen Klammern)

x<a 1t(Tiste,a)

x<a lteq(liste,a)

a<x<b geqlt(liste,a,b)
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2.2 Eine glockenformige Verteilung

Diefolgende Tabelle zeigt die Gréfien (in cm) von 200 10-jghrigen Kinder in Flandern. Die
Daten stehen in der Liste "list2"

120 123 151 142 137 128 133 142 136 137
144 126 135 142 135 134 140 149 137 129
128 140 129 137 141 137 135 129 133 139
132 125 124 132 129 139 132 145 140 138
137 133 137 138 131 137 131 127 134 134
150 140 144 137 133 139 130 141 136 124
130 135 124 122 136 132 133 133 142 127
142 130 135 125 136 132 153 145 131 131
134 145 139 132 136 143 138 141 141 141
136 148 128 137 134 138 130 145 135 141
131 143 146 132 127 129 133 142 157 133
139 128 123 140 140 152 136 125 130 153
130 126 129 157 144 142 128 138 142 135
141 139 132 135 145 134 140 136 138 143
122 141 122 132 136 129 138 130 129 135
134 141 133 128 121 131 137 140 133 135
138 132 140 145 128 140 134 128 146 132
131 142 133 137 126 128 129 124 137 127
139 141 157 146 128 136 130 141 129 143
137 143 139 141 121 131 128 133 136 146

Wir suchen die statistischen Kenngréfzen und zeichnen ein Histogramm.
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Die Verteilung der Daten ist nahezu symmetrisch und nimmt eine Glockenform an. Neben der
“Funf-Zahlen-Zusammenfassung” wird eine derartige solche Verteilung oft zusammengefasst
durch den Sichprobenmittelwert x und die Stichprobenstandardabweichung s (wir fassen die
Daten auf als eine Stichprobe aus der Population aler 10-jahrigen Kinder in Flandern). Die
Stichprobenstandarabweichung ist ein Mal3 fir die Streuung der Daten rund den Mittelwert.



Fur eineListevon n Daten x;,x,,x;,...,x, werden diese Grofien folgendermalen berechnet:

2%

X+ +x 4y, T

X =

Fir unseren Datenist # =200 , x =135.575 und s =7.19

Der Prozentsatz der Daten gelegen zwischen

Xx—s und x+s oder 1284 und 142.8 ist 139/200 = 69.5 %,
e x—-2s und x+2s oder 121.2 und 150.0 ist 189/200=94.5 %,
x-3s und x+3s oder 114 und 157.1 ist 100%
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Fur eine glockenformige Verteilung gilt nun die folgende Faustrege:

e Ungefahr 68 % der Daten befinden sich innerhalb Mittelwert + einer Standardabweichung.
e Ungefahr 95 % der Daten befinden sich innerhalb Mittelwert + zwel Standardabwei chungen.
e Nahezu dle Daten befinden sich innerhalb Mittelwert + drel Standardabwei chungen.

Dank dieser Faustregel liefern die Zahlen x und s viel Information Uber eine glockenformige
Verteilung. Im Paragraph 4.2 werden wir sehen, woher die Prozentsdtze der Faustregel
herkommen.

Von vielen Daten weil3 man, dass sie einer glockenférmigen Verteilung gehorchen, z.B. die

Grofl3e der Erwachsenen, der Intelligenzquotient, der exakte Inhalt von Cola-Flaschen 1,5 Liter",
Melfehler, ....

3. Die Normalverteilung A

VL] P —

Wir betrachten wieder das Histogramm
der Grof3e der Kinder.
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Es sind 31 Wahrnehmungen im Intervall [125,130] und 47 Wahrnehmungen im Intervall

[130,135[ . Auf der y-Achse lesen wir die Haufigkeit ab .

Wir passen die Einheit auf der y-Achse jetzt so an, dass die Flache eines Rechtecks (einer Saule)
zur Mal3zahl der relativen Haufigkeit der entsprechenden Klasse wird:

47 oo b ___
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31 i b 47
m_o.om 700

31
200

—! >
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Auf der y-Achse lesen wir jetzt die relative Haufigkeitsdichte ab, oder die relative Haufigkeit
geteilt durch das Produkt der Anzahl (200) der Daten und die Klassenbreite (5).

So sehen wir dass 31/200 = 15.5% der Kinder eine Lange im Intervall [125,130[ haben.
Die Gesamtflache unter dem Histogramm ist 1, als Summe der relativen Haufigkeiten.

Als mathematisches Modell fur dieses Histogramm wird eine flie3ende glockenférmige Kurve
oder Normalverteilung verwendet, Diese Funktion heil%t Normale Dichte. Die Gesamtflache
unter der Kurve ist noch immer 1. Der Mittelwert dieser idealisierte Verteilung wird mit 4 und

die Sandardabweichung mit o notiert (Griechische Buchstaben! ) .
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Fir unseres Modell setzen wir 4 =x=135.575 und o =5=7.19.
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Natirlich ist das mathematische Modell keine perfekte Wiedergabe der Verteilung. Der Zweck
eines mathematischen Modells liegt in einer guten Beschreibung der Realitét.

Mit der Normalverteilung als Modell kénnen wir den Anteil oder die relative Haufigkeit von
Daten in einem bestimmten Intervall (annéhernd) bestimmen al's Flache unter der Kurve und tber
dem Intervall. So finden wir 24.9% der Daten zwischen 130 und 135 (zu vergleichen mit 47/200
= 23.5% beim Histogramm).
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Fir die Beschreibung der Variablen oder Grof3en, die wir studieren, werden Grof3buchstaben
verwendet. Wenn X die Grof3e eines Kindes darstellt, dann lesen wir " X <130" als " Die Grofse
X ist kleiner als 130(cm)". Wir verwenden den entsprechenden Kleinbuchstaben x fir jeden
spezifischen Wert von X. Nehmen wir zum Beispiel ein Kind aus der Gruppe mit einer
Korperlange von 127 cm, dann nimmt die Variable X hier den konkreten Wert x =127 an.




Eine normalverteilte Variable X mit Mittelwert ¢ und Standardabweichung o wird notiert as
X~N(u,o0).

Fir den Anteil der Daten mit einer Lange X zwischen 130 und 135 schreibt man
P(130< X <135)=P(130< X <135)=P(130< X <135)=P(130< X <135)=24.9%

Fir unseres Modell giltja P(X =125)=P(X =130) =0 dadie"Flache" eines Segments O ist.

4. Eigenschaften von Dichten
4.1 Allgemein

Eine Dichte f ist ein mathematisches Modell fir das Histogramm der relative Haufigkeitsdichten
der gemessenen Daten einer Grof3e X mit den folgenden Eigenschaften:

e f(x)=0 firdlex
e fschliefdt mit der x-Achse die Gesamtfléache 1 ein oder _ff(x)dle.

—00

e Der Mittelwert 2 desModellsist der "Gleichgewichtpunkt” der Verteilung:

4.2 Die Normalverteilung

Fir eine normaleverteilte Dichte f mit Mittelwert 2 und Standardabweichung o gilt aulRerdem:

A
X)=———¢ 2 %/  mit e=2.718.
P 7

Die Kurveist glockenférmig und symmetrisch beziiglich der Geraden x = x.

lim f(x)=0.

xX—>to0
e Auch die Standardabweichung hat eine geometrische Bedeutung: Die Punkte auf der Kurve
mit den x-Koordinaten x = x#+ o sind die Wendepunkte der Glockenkurve.
e Die68-95-99.7 Regel:
68% der Daten liegenim Intervall [u—o, p+0]

95% der Daten liegenim Intervall [x—20, u+20]
99.7% der Daten liegenim Intervall [ u—30, 11+ 30]
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Wir verifizieren diese Regel fur =10 und o =2
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5. Normale Dichten und die Standardnormaldichte
Fur die standardnormale (standardisierte) Dichtef gilt =0 und o =1 :

e 2

1
f(x)—\/g

Wir illustrieren wie jede Normale Dichte graphisch durch eine flachentreue Transformation der
standardnormalen Dichte erhalten werden kann.
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Das Maximum der Standardnormaldichte is 0.4 , die Wendepunkte befinden sich auf Hohe 0.24
oder 60% des Maximalwerts.

Wie wird nun die standardnormale Dichte transformiert zur Dichtemit =3 und c =27
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X—u
O
standardisierte Zufallsvariable. Durch diese Transformation wird ein konkreter Wert x von X

transformiert in den Wert z=ﬂ von Z . Die Zahl z lehrt uns, um wievide

O
Standardabweichungen o die Zahl x vom Mittelwert yentferntist: x=u+z-o .

Umgekehrt, wenn X ~N(u,0) , dann ist Z=

~N(0,1). Die Variable Z heift

o H+20 u+3o0 “x

1
U-30 u-20c pH—o

3 2 -l

1 2 3 z

o1-&
=
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6. Ubungen

1. Eine Maschine fillt Pakete mit Zucker. Die Masse X der Pakete ist normalverteilt mit
Mittelwert © =1015g und Standardabweichung o =10g.

a) Welcher Antell der Pakete enthélt weniger als 1kg ?
b) Wie muss man die Maschineneinstellung - das heil% x - &ndern (o bleibt konstant),

damit nur 1% der Pakete eine Masse unter 1kg haben wirden?
L 6sung:
a normcdf (— ,1000,1015,10) = 6.68%
e SEAT A TEAEA A

B FE* 7
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P Trace|Regraph|Math [Draw]«

v e [Foom
listl Shade Normal... jzte
44, Lower Walue: [+ ] f———-
ig Upper Ualue: [1OGOD
42, [TH 015
21, as ]
13. Auto-=scale: YES+
2 | (Enter=oR >  (ESC=CAMCED) _

- | I I I | Frea=. Q55207
list3={.001, . 001,..001,.001,.0. Low= -# up=100&,
AN FAL AUTD FINE 37 & FIRIN FAD AUTO FIINE

a) Methode 1.

Suche mit der Umkehrfunktion "invNorm" der Vertellungsfunktion den Wert
X, fur den gilt P(X <x)=0.01 und verschiebe die Kurve um den richtigen Abstand nach

rechts:
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b) Methode 2: Standardisieren
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2. @) Zeichne die Dichtefunktionen zu N (120,6)und N (140,9)in einer geeigneten

Skalierung.

b) Finde das erste Quartil der N (120,6)-Verteilung.

¢) Durch welche geometrische Transformationen geht die N (120,6) -Verteillung Uber in die
N (140,9)-Verteilung?

d) Bestimme mit den Resultaten von (a) und (b) das erste Quartil der N(140,9)-
Verteilung.

L Osung:
a 120-3-6=102 und 120+3-6=138

140-3-9=113 und 140+3-9=167
Also xmin =102 und xmax =167

normpdf (120,120,6) =0.066 , wir stellen ymax = 0.07

Fir Frr 1 Fzr
EoASEATRAATEAREA AT e [zhem |
1i= Hormal Fdf... izte wmin=102.
aq. | Fdf e N m— Emag=ler.

40,

am | % Ualue =120 o

4z, [ n =120 gyscl=,01

.|« =5 Kres=Z,

ég: Enter=0k

47, |142. |.aa1 | | |

list4[11=

MAIN FAD AUTO FUWC 4/ B MAIN FAD AUTO FUMC

1 G 55
- E Zoom|Trace Regr‘aph Math|Oraw |+ é’& H

SFLOTZ

“yl=tistat.normpdf=, 120, &)
ng:ﬁi stat.normpdft:x, 140, 9)
]

MAIN RAD AUTO FUNC HMAIN FAD AUTO FUMC

b) invnormpdf(.25,120,6) = 115.95

riv T For
e AN AR

115 Inucrss Merraal.. izte -
44, | [nwerse =1153.933  [FZ==C ; -] =
13 Area =.75 k4 1233?23 I:h1 SquUare.. arm
42: K =120 F -II“|U='["§.E'. TITT = ¥ ESF
2. |7 =6 21. 137. |.o01 FiChi-square Pdf..
é% | CEnter=0K g é% %gg . gg% g Ehédm‘s‘quar‘e Cof ..
FE N Pt i 47, |taz. |ieoi | BIE.Cof.

5 ) " " . " EtEinomial Pdf..
Tist4[11= Tist4lill= CdBinomial Cdf..
HAIN FAD AOTO FUMC o & TWFE OF USE £3 14 + [ENTERI=OF AND [ESCI=CANCEL

¢) Verschiebung nach rechts um den Abstand 20 , horizontale Streckung gegeniber der

d)

Symmetrieachse x =140 mit dem Faktor 9/6 = 1.5
Faktor 1.5.

Iﬂ ‘|’ Fer [ FE [ T ]
- E Hlgebra|Calc Dt.her‘TPr*ngDTClean Up

mtistat. invnorm. 25, 120, &) 115,953
= 115,953 + 20 135.953
=140 - 135.953)- 1.5 5. 0703
=140 - 6,07 133.93
mtistat. invnorml. 25, 140, 9 133.93
tistat.invnorm{._25_.140_9>
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