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Abstract

In dieser Unterrichtssequenz wird gezeigt, wie sich numerische und graphi-
sche Mittel von Computer Algebra Systemen dazu eignen, so abstrakte Beg-
riffe wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Kriimmungsverhalten einzufiih-
ren, bzw zu verdeutlichen.

Als Plattformen wurden der 7/-89/92, bzw. DERIVE gewéhlt. Die Vor-
gangsweise 148t sich auf jedes andere CAS leicht iibertragen.

In den Text eingestreute Schiilerauftrige und —aufgaben sollen zu eigenstén-
digen Bearbeitungen durch die Schiiler anregen.

Kommentare, Anregungen, Kritik und Erfahrungsberichte sind immer sehr
willkommen.

Die zugehorigen Dateien konnen beim Autor auf Anfrage gerne bezogen
werden.

nojo.boehm@pgv.at
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Von Pol zu Pol — von Sprung zu Sprung

Eine numerische Reise zu einem analytischen Ziel,
durchgefiihrt auf dem 77-92/89, bzw. mit DERIVE

Josef Bohm, Wiirmla, T> Austria und DERIVE User Group, nojo.boehm@pgv.at

Der Data/Matr i x-Editor des 77-89/92 ist ein hervorragendes Werkzeug, um Begriffsbildungen wie
Héufungspunkte, Grenzwerte, Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu unterstiitzen. Wie wir sehen wer-
den, kann auch ein sehr intuitiver Zugang zu komplexeren Themen wie Kriimmung und Evoluten ge-
funden werden. Einige Schritte kdnnen auch mit einem Tabellenlakulationsprogramm durchgefiihrt
werden. Ich vermisse dabei aber bald den gewohnten Umgang mit Funktionen und noch wichtiger, die
Computer Algebra. Es mag sein, dass Spreadsheetspezialisten alle hier angestrebten Ziele auch auf
ihrer Plattform erreichen. Ich bezweifle aber, dass sie die analytische Form einer Ableitung oder gar
einer Evolute so finden kdnnen. In diesem Papier wird weitgehend parallel mit dem 77-92/89 und mit
DERIVE gearbeitet. Damit soll erstens beiden Benutzergemeinden gedient werden und sie kdnnen sich
wechselseitig informieren, wie’s beim ,,kleinen Bruder®, bzw. der ,,groBen Schwester gemacht wird.
Mehr noch mdchte ich aber demonstrieren, dass es bei der Durchfiihrung eines Unterrichtskonzepts
nur in zweiter Linie auf das gewéhlte Instrument ankommt. Ich selbst habe diesen Zugang zuerst in
meinen 77-Klassen (4. Jg Handelsakademie) genommen und ihn spéter auf DERIVE iibertragen. Jede
andere CAS-Software wiirde sich ebenso gut eignen. Nebenbei erfahren Sie vielleicht manches
Brauchbare tiber den Umgang mit dem 77, bzw. mit DERIVE:

Im Text eingestreut finden sich Hinweise auf Schiileraufgaben, bzw- fragen.

. . . . 1 " _Fzr Fx FY4 FEr Fa= F7
Wir beginnen mit der Betrachtung einer etwas ausgefal-  §—|Zoom|Trace [Redraph|[Math(Orau|

lenen Funktion.

-4  3sign(2x - 9)

X
fx) = 2x—4 i x+3 /

(Hinweis: ZoomDec und xres=1 ) FRIN DEG AUTD FONLC

Schiilerfragen:  Welche Werte fiir x sind nicht in der Definitionsmenge enthalten?
Welche Auffélligkeiten lassen sich am Graphen erkennen?
Welche Antworten lassen sich aus einer geeigneten Wertetabelle ableiten?

Vorgangsweise auf dem 77:

Ich empfehle, die Funktion als ¥(x) im Home Screen zu speichern. Dann 6ffnen wir ein neues Da-
tenblatt iiber den Data/Matr i x Editor, und benennen dieses Blatt zB als analysis.

1 Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle x, =3

—WWTW Zelle c1 wird mit dem aktuellen Wert fiir x, belegt

v f—|Plat Setup|Cell|Header|Cale|Util|Stat . . . . . .

BRTA o= o WOtan [T Cntawd (hier xo = 3). Fiir Spalte c2 definieren wir, wie gezeigt
cl .3 cd . C g . . . .

T |2 LSOEE |3 5000 |2 eees eine beliebige Nullfolge, mit deren Hilfe wir dann in

2 L2500 [3.2500 |2, 1450 . L

3 L1750 |3.1790 [2.6727 c3 eine Folge von x-Werten erzeugen, die sich von

4 LOEFS  [3.0EZS |2, H3Ed . . . ,

5 MRS A KA A N R -7 rechts der Stelle x, ndhert. SchlieBlich kénnen wir

& L0156 [3.0156 [2.0691 i o

7 LOE7E _ [3.0078 2. 0046 dann in Spalte c4 verfolgen, wie die Folge der ent-

—_ FS
EH.EN Sequ/nfﬁzﬁﬁrg Aol 1;.,‘“%'3) sprechenden Funktionswerte gegen f{x) strebt.
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Die Eintrage in der Kopfzelle (Header) fiir diese beiden
Spalten lauten:

Firc3: c1[1]+c2und
firc4: f(c3)

(Die eckigen Klammern [ 1] fixieren das Element in der Zeile 1
der angegebenen Spalte)

I’Fi T FE T F= T F4 T FE T rsvT Fr ]

- E Flot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

DATA [t Fimtand |mbl-ax £ =
[t o futs}

1 J.ooEE |2, 2E85 |2, SHE0 - radS

2 3.2500  |2.1450 |2, Y5O0 H533

3 3.1250 |2.0727 |2, 8750 ]

4 S.0625 |2 E364 |2, 9375 G35

=1 3.031F |2.E182 |2,9522 9218

= J3.0158 |Z.G0091 |2, 9944 BEEE]

T JI.0078  |Z2.0046 2 |2,9922 . 9354

cb=fCch>

HAIN DEG AUTO FUNE

In den Spalten ¢5 und c6 wird auf gleiche Weise die Anndherung von links erzeugt.

welche schnell?

gemein.

Was erwartest du als Ergebnis?

durch.

Schilerauftrége: Wéhle eine beliebige andere Nullfolge und beobachte die Geschwindigkeit der
Annéherung an eine feste Stelle. Welche Nullfolgen ,arbeiten“langsam und

Wechsle auch die zu untersuchende Stelle x, und formuliere das Ergebnis all-

In einem letzten Schritt verallgemeinere auch die Stelle x, = t. (Wéhle nicht x,
als Variable, denn das kénnte bei alteren TI-Modellen zu kompletten Abstiir-
zen fiihren). Ubertrage die jeweils Jetzten” Funktionswerte in den Home
Screen. (Mit [¢][C] kannst du den markierten Zelleninhalt in die Zwischenabla-
ge lbertragen und mit [¢][V] im Home Screen wieder abrufen).

Arbeite mit einer anderen Funktion deiner Wahl (Polynomfunktion, Exponen-
tialfunktion, Winkelfunktion, ....) und fiihre eine analoge Untersuchungsreihe

Dokumentiere dabei genau deine Vorgangsweise.

Mit den graphischen Moglichkeiten kénnen wir nun den Prozess visualisieren und damit besser

begreiflich machen.

Zusitzlich zum Funktionsgraphen (y1(x) wird im [Y=]-Editor mit f (x) belegt) werden die

durch die Spalten ¢3 und c4, bzw. ¢5 und c6 definierten Punkte auf dem Graphen gezeichnet.

Die entstechenden Punktfolgen sind dann im [GRAPH]-Fenster zu bewundern. Mit Hilfe der

ZoomBox vergroBern wir den interessanten Ausschnitt und erhalten eine gute Vorstellung ei-

nes Haufungspunktes.

17 _Fir Fz F4 FEx T FE¥ ?ﬁ B

¥ f=|Zoom|Trace|Regraph|Math|0Faw |+

2n249r*?

2nd_Corner?

“xc T A7S6 ot 19430
FAIN TEG ALTO FUNC
xC i 5. FOCE g 1. 4000
MAIN TEG AUTD FUNC
1 Fev | F® & FEw |_F&™ [T7 T ] .
- E Zoor|Trace |Regraph|Math|Oraw |- f SChUIeraUﬂrag'

Unterschiedliche Folgen mit mehr oder weni-
ger Elementen fiihren zu intensiveren Darstel-
lungen.

Wie sieht die Punktwolke aus, die aus einer
alternierenden Nullfolge entsteht?

HMAIN DEG AUTO FUNWC
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Nun wird zu einer der Stellen gewechselt, die von der Definitionsmenge ausgenommen wurden:

2

Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle xy = -3

I‘Fi T B T (B T ™ T FE T rsv]’ 7 ]
- E Flot Setup|Cell [Header|Calc|Util|Stat
DATH | wll= 23 sl Fimtand
cl [=i] cd
1 -3 « 1E0GG -2, 9000 [ -30. 4568
2 o§o[o] -2.9900 [ -3a0. 495
3 LCEin -2.9930 [ -FO0E. S
4 EICE -2.9939 [ -Fo0a0, 5
=] LHOG0E -S| -3, 0000 | -SEEEEE,
3 EEGE -E[ -F. 0000 | -3, GO0
v EOGE -7 -F. 0000 | -3, Q007
c2=zeq(C _ 1>*n_n_1.10>
MAIN TEG AUTO FUNC

|‘F1 T B ]’r:]’ Fu Trs Trsv]’r?‘l
va Flot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat
DATA a4 Fimtamd |wl-—mx Fimll—amm
[=i] cd c3 =)

4 -2, 9999 | -IF00Ed,. 5] -F. 0001 2999, SE)
5 ~3. HOEE | -FACHEE, | -F. QHOD 299593, 5
& -3 OOEE | -3, OEEeS] 3. QHEGE 299939,
T

g

El

-3, 0000 | -3, O0EE7] -3, QOO0 |3, DOOHET
-3, 0000 | -3, QODES] 5. D000 |5, DOO0ES
-3 EEEE | -3, GEEES] -3, BEEE |3, DEEEES
10 [-3. 0000 -3, 00 ld] -3, OonE
Gridc6=29999999999.5

HMAIN DEG AUTO FUHC

Die Ergebnisse in den Spalten ¢4 und c6 sind sehr aufschlussreich!

Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle xy = 4,5

I‘F T B Trz T & Trs Trsv]’r? ]
- E Flot Setup(Cell [Header|Calc|Util [Stat
DATH | == 23 sl fitand
cl c3 cd
1 4. SEEG 5.5008  [4.1029
z2 2 S.0a00 (38750
3 3 4.833F [3.7996
4 <4 4.7508 [3.7621
5 <5 4. 708 [3. 7396
& 76 4. 6667 [3. 7246
7 i 4.6429 [3.7140
c2= seg(i/n,n,i,iﬂ)
HAIN TEG AUTD NC

I‘Fi ]’ B Trs]’ & Trs Trsv]’r?*l
vﬂ Flot Setup(Cell [Header|Calc|Util [Stat

3

DATH el Fimtaxd |wb-ax f =
c3 cd cS cE
4.7500  [3.7621 [4.2500 [2.7112
d. 7000 (3,736 [4.3000 (2. 7390
d. 6667 [F.7246 [|4.33FF [Z.FS7FE
4.6429 [3.7140 [4.3571 [2.7708
L [
L [

5250 [3.FAS9 L37oE |2, FeEY
5111 [3.6997 L3882 |2, 7554
10 [4.e000 [3.6947 (4. 4000

Bri0c6=2.7245945945946

LY R e Rl I Y

HMAIN DEG AUTO FUNWC

Schilerauftrag:

Diskutiere die Ergebnisse in den Spalten c4 und c6. Andere auch hier die Nullfolge in c2.

Erzeuge eine graphische Darstellung.

Die letzte interessante Stelle ist wohl x = 2

1 B B Fu B FE™ | F7
va Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat

1 Fer
E Zoon|Trace Regr‘aph Math|OFaw| - ﬁ:? if

DATA [l +ms Filstamd |xb—mx sl —an
[t} o oS =]
El ENEoEE] AETE] EEES RS
5 2. adis IETEENc] EEEE! L]
& 2. 00ag S . 9937 EEER
T 2. [CEg - OGS EEE EEEN
g 2. a2 - HEEE EEEE] EEEE
9 JEyeTa]ae ] EEEE] EEEE]
10 |2, 0001 - A . 9939
Bridct6=1.399937999%7%%6
MAIN DEG AUTO FUHL

oot 2L ERE0 yc !

HMAlN DEG AUTO FUHC

=t ieycioialo] i !

HMAIN DEG AUTO FUNWC

Schilerauftrag:

Interpretiere alle Informationen, die du
aus dem Bild herauslesen kannst.

(Auch eine nicht erscheinende Zahl ist
eine Information).
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Schiilerauftrag:
Fasse vorerst mit eigenen Worten zusammen:
Wann ist eine Funktion an einer Stelle x, stetig?

Welche Arten von Unstetigkeit kannst du unterscheiden? Wie dul3ern sich diese in einer Wertetabelle?
Wie stellen sich diese am Graphen dar?

Schileraufgaben:
Konstruiere eine Funktion mit 2 Polstellen.
Konstruiere eine Funktion mit 2 Sprungstellen.

Konstruiere eine Funktion, mit 2 hebbaren Unstetigkeitsstellen.

Die Stetigkeit kann mehr oder weniger erfolgreich auch mit einer Tabellenkalkulaiton untersucht wer-
den. Ungliicklicherweise wird aber oft bereits der Graph zu Missverstiandnissen fithren. Fairerweise
muss aber gesagt werden, dass man auch auf dem 77 bei einer ungeschickten Wahl der [WINDOW]-Werte
Ergebnisse wie diese vorfinden kann.

[ j = =2 24 Y [ el )+ ORIEICHEMZ -9 (2 +3)
A B [ 1] E | F | (]
w-walues w-walues
JET.-!-.R': -10 -10 |-3-5-"1-128'5?!
A8 35182173
INCREMEMNT 01 O/ -3 45862353

LOGATICN &5

Vergleiche die Funktionswerte fiir die Stellen x = -3, 2 und 4,5. Da passiert nun schon einiges.

43 27390411 » " 1,8 1,275
44 279459459 -3, : 1.9 13377551

-3.1 29 45 ) 4
45 285 ,
46 369473684 -3 1,4686E+14 21 146176471
47 373961039 2,9 -30,45 22 152307692

Fiir x = -3 ergibt sich ein seltsamer Funktionswert, an der Stelle x = 2 ist keine Spur von einer Unste-
tigkeit zu merken und fiir x = 4,5 wird in vorauseilendem Gehorsam bereits das arithmetische Mittel
aus der links- und rechtsseitigen Anndherung genommen!




Wir versuchen mit der Tabellenkalkulation eine dhnliche Vorgangsweise wie auf dem symbolischen

Taschenrechner.

Verhalten an der Stelle x, = —3:

n
15
16
17
18
19
20

Ax=0.5An
3,0518E-05
1,5259E-05
7,6294E-06
3,8147E-06
1,9073E-06
9,5367E-07

und an der Stelle xy = 2:

n
16
17
18
19
20

Ax = 0.5"n
1,5259E-05
7,6294E-06
3,8147E-06
1,9073E-06
9,5367E-07

und schlieBlich fiir xo = 4,5:

n
16
17
18
19
20

Wenn wir eine andere Folge fiir die Ax verwenden, dann finden wir eine ,,Konvergenz” gegen den

Ax = 0.5"n
1,5259E-05
7,6294E-06
3,8147E-06
1,9073E-06
9,5367E-07

Xo + Ax
-2,99996948
-2,99998474
-2,99999237
-2,99999619
-2,99999809
-2,99999905

Xo t+ Ax
2,00001526
2,00000763
2,00000381
2,00000191
2,00000095

Xo t+ Ax
4,50001526
4,50000763
4,50000381
4,50000191
4,50000095

f(Xo + AX)
-98304,5
-196608,5
-393216,5
-786432,5
-1572864,5
-3145728,5

f(xo + Ax)
1,40000946
1,40000473
1,40000237
1,40000118
1,40000059

f(xo + Ax)
3,65000682
3,65000341

3,6500017
3,65000085
3,65000043

Xo = AX
-3,00003052
-3,00001526
-3,00000763
-3,00000381
-3,00000191
-3,00000095

Xo - AX
1,99998474
1,99999237
1,99999619
1,99999809
1,99999905

Xo - AX
4,49998474
4,49999237
4,49999619
4,49999809
4,49999905

Mittelwert aus den letzten links- und rechtsseitigen Funktionswerten.!

1E-14 4,5 3,65 4,5 2,85
1E-15 4,5 3,65 4,5 2,85
1E-16 4,5 3,25 4,5 3,25
1E-17 4,5 3,25 4,5 3,25
Die graphische Darstellung ist recht ordentlich.:
4
°
o °
3,5
3
o ¢ o~
2,5 L T T T T
39 41 43 45 47 49 51

Die Arbeit mit DERIVE unterscheidet nur insofern von der Durchfiihrung am 77, dass hier der Da-
ta/Matr i x-Editor nicht verfiigbar ist. Dafiir verwendet man den VECTOR, bzw. in der letzten Ver-

sion den TARLES - Befehl.

Bohm, Von Pol zu Pol

f(Xo - AX)
98303,5
196607,5
393215,5
786431,5
1572863,5
3145727,5

f(xo - Ax)
1,39999054
1,39999527
1,39999763
1,39999882
1,39999941

f(xo - Ax)
2,84999156
2,84999578
2,84999789
2,84999894
2,84999947

5
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Die Wertetabelle ergibt sich aus:

mit dem Befehl TABLE ([£f(x)],

2
x - 4 3-SIGN(Z-x — 9)

2-x — 4 x + 3

x, -4, 5, 0.5)

Beachte die Ergebnisse an den ,,interessanten Stellen!

Fiir die Annéherung entwickelt man am besten gemeinsam mit
den Schiilern eine moglichst allgemeine Funktion, in der man
dann nach Belieben die Funktion £ , die zu untersuchende
Stelle x0, die Nullfolge u (in Abhéngigkeit von n), Anfangs-
und Endwert fiir n und dessen Schrittweite step als Parameter

anzugeben hat. Das konnte dann so aussehen:

appr(f , x0, u, start, end, step) :=

VECTOR([x0 + u, SUBST(f , x, x0 + u)], n,

start, end, step)

-4 2
-3.5 5.2
-3 +00
-2.5 -6.2
-2 -3
-1.5 -1.7
-1 -1
-0.5 -0.45
0 0
0.5 0.39
1 0.75
1.5 1
2 )
2.5 1.7
3 2
3.5 2.2
4 2.5
4.5 4+0.4 + 3.2
5 3.8
1
appr |[f{x}, 3. —. 1. 58.
n

ergeben dann mit den entsprechenden Vergroflerungen auch sehr deutliche und ansprechende Darstel-

lungen eines Hidufungspunktes.

1
11 und appr [f{x), 3, - —., 1, 58, 1
n

(2,3831/1,9839)

Eine weitere Funktion appr both(f , x0, u, start, end, step) liefert die Tabelle fiir

links- und rechtsseitige Anndherung. Siehe das folgende Beispiel:

appr_hoth{f_, xB, u, start.

SUBST{f_, x. =B + u), x8

xnp
f{xnr)

end, step) := APPEND ‘. UECTOR{[xB + u,
xnl

f{xnl)

—u, SUBST{f_, x, x@ — u}]. n,. start, end, step)
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Die Eingabe dieser Funktionen ist natiirlich schon etwas miihselig fiir Ungetibte, daher wiirde ich sie
den Schiilern in einer Hilfsdatei zur Verfiigung stellen, begleitet von einer ,,Gebrauchsanweisung®.
Im AnschluB an diesen Aufsatz finden sich alle Hilfsfunktionen zum ,,Abtippen®. Die entsprechende
Datei kann vom Autor gerne erhalten werden. (email oder Anruf geniigt).

Sehen wir uns die Anwendung dieser Funktion an der Stelle x, = -3 an:

®xnpe f{xner) xnl fF{xnl)
-2.99 -3872.4 -3 a7 .4
-2.97 —-12288 .4 -3 12287.4
-2.99 —47152 .4 -3 49151 .4
appr_both{f{x}). -3. B.En, 18, 24, 2) = -2.99 196608 .4 -3 196687 .4

-2.99 —786432.4 -3 786431 .4
-2.9% -3145728.4 -3 3145727.4
-2.99 -12582912.4 -3 12582911 .4
| —-2.99 -58331648.4 -3 58331647.4 |

16 : Die Grafik kann nun leicht um die senkrechte Asymptote er-
weitert werden.

Sprungstelle und hebbare Unstetigkeit werden auf die gleiche
lo . Weise behandelt.

Schulerauftrag:

Wie kann man die Unstetigkeit beheben? Definiere die
l_o . Funktion so, dass in der Wertetabelle kein ? mehr auf-
taucht!
- —4
Antwort: fnew (x) := If(x=2,7/5,f(x))
—f
) ) fnew{x) ==
erscheint dann so am Schirm: If x = 2
2.5
£ {x)

Auch hier 148t sich mit Funktionen und Folgen aller Art experimentieren und schlieflich zu einer letz-
ten Verallgemeinerung schreiten.

1
appr_both|SIN{(3 -x}, =B, —— 5, 25, &
3

n

xnp f{xnr) xnl fF{xnl)
=8 + B._868 SINC3 -xB + B._824) x8 — B_668 SINC3 -x8 — B.824)
=8 + @.881 SIN(3 -xB + B_.883) x8 — @_8681 SIN{3 -x8 — B3.883)

=8 + B.88629 SIN{3-xA + B.BEAE8Y B - B.88629 SIN(3-x@ — B.08688)
xA + B.A8012 SIN(3-xA + B.BAA37)Y B - BA.886012 SIN{3-x@ — A.08837)

-5 -5
| A8 + 6.4-18 SIN(3-xA + A.AAA12} =B - 6.4-18 SIN(3-xA - A.0AB19) |
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SINCx) n
appr_both|—_ @, 8.2 | 7, 18, 1
o
3 1 £ 1) ] sin .
xny (xnr) xn (xn1) f(x) = Y hat an der Stelle xo =0 ein
-5 -5
1.2-10 8.92 -1.2-18 8.99 merkwiirdiges Verhalten, das sich auch so
—6 —6 leicht untersuchen 146t.!
2.5-18 a.22 - 2.5-1@ a.22
= =
£.1-18 a.99 - 5.1-108 a.99
'l 'l
1-18 a.22 - 1-18 a.22
5 Ein numerischer Zugang zur momentanen Anderungsrate

Wir kehren zuriick zur ,,handheld technology®, zum 71.

Es ist nun sehr einfach, die bereits vorhandene Tabelle fiir das tiefere Eindringen in die Analysis aus-
zubauen. Wir miissen ein paar Spalten , zuerst fiir die absoluten Anderungen und dann fiir die durch-
schnittlichen Anderungsraten wiederum von beiden Seiten anfiigen. In der Klasse wird man natiirlich
mit einer bekannten Funktion beginnen (Parabel, Kurve 3.Grades und warum nicht mit einer linearen
Funktion).

Dann bedienen wir uns einer anderen , kiinstlichen” Kurve. Wer kennt nicht die "MM - Kurve"?

f(x) = M—22
2

XOZ(X
[Fi T B T B T & T FE T rsv]’ [ ]
- E Flot. Setup|Cell[Header|Calc|Util [Stat
DATH s, ot reeatsenls.af e
v cg c3 cii
4 - 1240 [-1.9244 [.1240 9244
5 -LEE2T [-1.9922 L0623 REEFF
& -0312 [-1.9961 [.0F12 REEEN
7 0158 [-1.99280 |.0156 REEET]
g -0Eve [-1.9990 | 0872 REEEL]
el -Ea3e  [-1.9995 |.0a39 REEES]
. . 10 [-.o0z20 [-1.9998 [.0020
c?=cd4—f<cil11> Bribcib=1.99927558593536
MAIN TEG AUTO FONC FAIN TEG ALTD FONC

In Spalte c7 findet sich die rechtsseitige Differenz der Funktionswerte (= absolute Anderung) und
daneben der Quotient aus ¢7 und c2, der natiirlich nichts anderes ist als der (rechtsseitige) Differen-
zenquotient.

Schiilerauftrag:

Ergénze die Tabelle um die ndchsten beiden Spalten, sodass auch der linksseitige Differenzenquo-
tient ausgewiesen wird. Beachte die Vorzeichen.
Uberpriife die Ergebnisse anhand einer einfachen Funktion durch hédndisches Nachrechnen.

Kannst du einen Untersched im Verhalten der Anderungsraten in den beiden Stellen erkennen?

Wie kénnte sich das auf die Gestalt des Graphen auswirken?
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Wir kénnen die vorliegenden Listen der momentanen Anderungsraten (in den Spalten ¢8 und c10)
dazu beniitzen, um die entsprechende Folge der Sekanten zeichnen zu lassen:

Schilerauftrag:

Wiederhole die Punkt-Richtungsform der Geraden!

Zuerst an der ,,guten” Stelle x, = 2:

1 Few | F% &l FE= | F&™ |FF
] - E Zoon|Trace|Regraph|Math|Draw|

EII;F(X)
“ul2=k-[x —[analusis[11)[1]] + f([analysis|k
wul3=k-[x - (analusis[111[1]] + fi{analusis|k

Jle=
yl2Cx>=.112[1]1> 1 k=analy=sis[8]
AN FAD AUTO FUNC HMAIM FAD AUTO FUHC
Verwende dir Werte der Tabelle um Annéherung von links

eine Sekantenschar zu erzeugen

5 & FEw |_FE™ [F7
¥ f=|Zoon|Trace|Regraph|Math|0Faw |+

1| _Fzv

FAIN KAD AUTO FUHC HMAIN EAD AUTO FUHC
Anndherung von rechts beide Geradenscharen

Die Geradenscharen erhidlt man direkt auf die folgende Weise:

k*(x-analysis[1][1])-f(anaysis[1][1]) |

k analysis[8], bzw.
k*(x-analysis[1][1])-f(anaysis[1][1]) | k

analysis[8]

Dieser Ausdruck 14Bt sich direkt als eine Funktion in den [Y=]-Editor schreiben (zeichnet dann sehr
langsam, bleibt aber allgemein) oder zuerst im Home Screen auswerten und das Ergebnis in den Funk-
tioneneditor speichern (zeichnet schnell, muf aber bei jeder Anderung wiederholt werden).

Schilerauftrag:

Verwende verschiedene Folgen, fiir eine Annéherung an die Stelle x,. Ist die Funktion an dieser Stelle
stetig?

Erzeuge die links- und rechtsseitige Sekantenscharen und beurteile deren Endverhalten.
Kannst du nun den Verlauf der Tangente im Punkt (0|4) voraussagen?
Kannst Du den Kurvenverlauf l(iberhaupt voraussagen?

HMAIN RAD AUTO FUNC HAIN EAD_AUTO FUHL
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Die Definition der Differnzierbarkeit sagt aber doch aus, dass ein stabiler Wert fiir die momentane
Anderungsrate fiir jede beliebige Nullfolge erreicht werden muss, und dass dieser Wert immer dersel-
be sein muss. So erzeugen wir eine ,,Zufalls-Nullfolge®. Sowohl in DERIVE als auch beim 77 gibt es
eine Funktion, die eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 erzeugt (RANDOM (1), bzw. rand()). Damit
ergibt 1 — 2*RANDOM (1) (oder 1 - 2*rand()) eine Zufallszahl zwischen —1 und +1 und wir
konnen leicht eine Folge erzeugen, die je nach dem Wert dieser Zahl eine positive oder eine alternie-
rende Nullfolge erzeugen wird! Die Zufallsfolge konnte dann am 77 so definiert werden:

seq((1 - 2*rand())™n,n,a_,b_)—seq_r(a_,b )

Wir testen dieser Funktion aber erst, bevor wir sie wirklich einsetzen:

o T T e Ty Da dirfte aber etwas nicht stimmen, denn die 2. und 3.
|v $—[Algebra|Calc|Other|PranlifClean Upl

w e[l - 2 randl™. . o b) + searca, P Elemente der Folgen sind offensichtlich nicht die Quadra-
Denel te, bzw. Kuben des jeweiligen Startelements. Der Grund
LIET=1 M )
£

.43 .93 4.14e-6 1.35e-3 .03 [iegt darin, dass der Rechner fiir jedes Folgenelement eine
mzeg_ril,5) . .
£-.23 .38 E.78e-4 3.83e-3  4.02e-3| neue Zufallszahl erzeugt. Um dem abzuhelfen, miissen wir
®zey_ril, 30 . . - .. .
£,89 .54 .11 1.65e-5 1.97e-73| eine etwas groBere Funktion iiber den Programmeditor

'E,[_l"'(i ey
FMAIM

RAL AITD FIINE 3750 crzeugen.

Wir legen die Zufallsvariable als lokale Variable r__ ab und dann funktioniert die Sache. Um ganz
flexibel zu sein, wird mit S__ zuféllig +1 oder —1 erzeugt und damit erreichen wir auch konstant nega-
tive Nullfolgen, wie der ndchste Testlauf zeigt.

1 5 FEr | Fae|_ FE FE™ I‘Fi T Fer T Fiv T i T FE T FE™ T ]
- a Control (I-0Wa-|Find. [Mode ] - E AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Up
fseqria_,b_7
fFLInG W =eqgril, 3)

:ang%):_,u_,s_ £.4875 L2376 .1158 .0S85  .02F5:
frand e eyl , 30
: éel Esfﬁhgfﬁﬁiﬁ:, V_,a_,hb_2 £-.2229  -.0497  -.@111 -.QEZ5  -.QC
H EhaFuhc mzegqril, Sy
L4206 L1789 -.OF44 (0313 -L 013
m=agril, 52
£.2447 L0599 .0146 0035 02333
segqr(l 53
HAIN EAD_AUTO FUHC HAIN EAD AUTO FUNL 11750

Schiilerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):

Versuche eine Vorschrift zu finden, die zuféllig eine Nullfolge mit einem rational gebrochenen folgen-
bildenden Term erzeugt.

Wir bertragen diese spezielle Folge in unsere Tabelle. Bei jeder Neuberechnung wird eine andere
Zufallsfolge erzeugt. Zufillig habe ich gleich eine alternierende Folge erhalten.

Im ersten Fall erkennt man wieder den Wert von ca —1, wiahrend im zweiten Fall fiir die Stelle xo = 0
schon die Betrachtung der einer Spalte mit den Anderungsraten ein verzweifeltes Hin- und Hersprin-
gen zwischen +2 und -2 offenbart.

I’Fi T B T B T ] T FE T rsv]’ 7 ] 1 Fz B & FE FE™ |_F7

vﬂ Flot. Setup|Cell [Header|Calc|ULil|Stat - E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util[Stat

DATA Tl [ wltex T OxEtax PATA [z, of re.af ax]ls.af 1z, af 7ax
=51 c c3 cd CF cg ] cii

1 _.4343 2.4343 [.6129 1 -. 3871 -.8914 [.4214 -1.1086

2 - 15886 1.8114 1.1975 2 1975 “1.0471 | -. 1797 - 9529

3 0519 Z.0819 [.9198 3 -0ge2 [-.9795  |.0836 -1. 025

4 -.E356 (1. 9644 1.0359 4 359 -1.eeg9 [-.a352 [-.9911

5 L0154 2. 0154 EEETS =] -.0154 [-.995 L0155 -1. 06039

] aracioly 1.9933 1.G00ET = . DOEF “l.oEly | - EEsv -, 9933

T o[eE] 2. 0029 [.9971 T -oEEe [-,9993 [.00Z23

ricl=2 Brfcii="1.0007279823101

FAIN FAD_ADTO FIONC FAIN FAD ALTO FUNC




I’Fi T B Trs]’ ] Trs]’rsv]’r?*l
vﬂ Flot. Setup|Cell [Header|Calc|ULil|Stat

BATR [0

[

sl [AO R

=51

cd

c3 o

k]

-LO9E9 [3.09143

ALojelsis)

fojoisis] 5. 9824

- EEEE

—LO0EE  [5.9953

F.redE"D

7. rade 55, 99098

rL.ElEE

farand =i =] E M TeTeTe]

&.8968E -7

&. 868 -7[4. QOEG

= T R Do B

AN

“B.43E -5

“6.43E -5[4. OO0
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|’F1 T Fz TF3TF'1 ]’rs]’rsv]’r?*l
vﬂ Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util[Stat

DATH  albl—ei Finlb—ax s, af rse et en
cS cE v cg

1 NoERE] 3.814% [-.1857¢ [1.9765

2 -.oagg  [3.9824 |-.0176 | -1.9978

3 « CEGE 3.998% [-.o0017 [1.9998

4 “F.rE8E-S[3.9998 |-.000Z |-Z.0000

=] 212 -E[4. 0000 | -1. 4652, QOEE

[ -6 SFE-T4. 0000 | -1, 37e 6] -2, 0000

T G.451e-8[4. 0000 |-1.29€e-F

EAD AUTO

FUNC

Br7c8=2.00000139370%97

HMAIN

FAD AUTO

FUMC

Wir wenden uns wieder DERIVE-zu und zeigen ein Programm, das das selbe leistet wie die 77-
Funktion inklusive der Ausgabe der Tabelle.

diff_rnd{f_, xB,. sta. end, step, dx, k_, s_) =

Prog
r

dx:

RANDOM{1)
RANDOM{2 %
UECTOR{=__

{1 — 2-»_)"k_

APPEND{ ["'Ax"5 “E{xB+0x}— P(XB}"

k_. sta, end, step)

"F (B AN - f{xﬂ}}/ﬂx"] -

UECTOR{ [dxdk_.

SUBST{f_, x. xB + dxdk_} — SUBST{f_, x. =B}, {SUBST{f_, x. =B + dxik_} — SUBST{f_.

Xn

*x@3 3 dxdk_] .

k_, sta, end,. step))

(Ein Hinweis: wihrend rand (2) am 77 zufallig entweder 1 oder 2 erzeugt, generiert DERIVE mit
random (2) eine Zufallszahl aus {0,1})

diff_rnd[

fAx

—B.334542

B.111718
—-8.8374415

B.A125258
—8.8841 9841
B.88148187
—8.888468785
B.A8A156895

-5
- L.24882-18

-5
1.75595-18

2
r E]r j-p 1.5], 1

f{xB+8x)—F (xB@)
-A.641185
-8.220706
—-8.8745326
—8.8258123
—8.88837643
—8.8828A325

—-8.888737716

—8.888313785

—8.880104975

-5
- 3.51198-1@

CF (B +0)—F (@) 3 A ]

1.71636
-1.97282
1.79863
-1.97686
1.79895
-1.99964
1.79788
-1.97976

1.99998

-1.999729

Die Untersuchung des Verhaltens der Anderungsrate 148t sich mit DERIVE #hnlich durchfiihren. Man
muss natiirlich wieder fiir die Ausgabe in Tabellenform geeignete Funktionen definieren.
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diff sh( ) zeigt (shows) mit den gleichen Parametern wie appr both ( ) die Ergebnisse fiir
die Anderungsraten. slopes ( ) liefert nur die Anstiege aus der 2. und 3. Spalte, wobei die Funktion
REST ( ) die erste Zeile unberiicksichtigt 1a6t. Damit konnen wir leicht die Sekantenscharen zeich-

nen lassen.
Ix| 2 n
diff_=h - 2| - 8. A5 . &, 18, 1
2
i CF OB+t —F (@) st (F (B —F CxeB—foc) /0
a.aa37 -1.97 1.99
A.88195 -1.97 1.99
a.a88776 -2 2
Ixl 2 i@
slopes == diff_sh - 2] . 8, -1, 28, 1
2 n
tangr == UECTOR{y = m_-x + 4, m_, REST{(slopes GOL 2}}
tangl == UECTOR{y = m_-x + 4, m_, REST{(slopes GOL 3}}

Schilerauftrag:

Erzeuge die vollstédndige ,Tangente” als abschnittsweise definierte Funktion und (berlege, wie der
Funktionsgraph aussehen kénnte.

tangent == IF{x < B, 4 + 2-x, IF{x > 8, 4 — 2-x. 7))
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6 Eine entscheidende Verallgemeinerung

Die Anderungsrate wird auch Differenzenquotient genannt, und wenn es eine eindeutige momentane
Anderungsrate gibt, dann bezeichnet man diese in der Mathematik auch als Differentialquotient. Dafiir
gibt es spiter noch eine exakte Erklarung.

Schulerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):

Verwende zwei Polynomfunktionen (bis maximal 4. Grades, davon eine mit ganzen und eine mit nicht
zu komplizierten, aber doch rationalen Koeffizienten) und suche die momentane Anderungsrate an
zumindest 3 Stellen. Tritt dabei eine Stelle auf, von der du sagen kannst, dass es offensichtlich keinen
eindeutigen Differentialquotienten zu geben scheint?

Um eine allgemeine Aussage liber diesen ,Differentialquotienten” zu erhalten, ersetze bei beiden
Funktionen die zu untersuchende Stelle durch eine Variable. (Um mit keinen der bisher verwendeten
Variablen in Konflikt zu geraten, nimm fiir xo = t).

Wie lauten die Ergebnisse?

Sammelt Eure Resultate in einer Tabelle, in der ihr Funktion und Differentialquotienten gegentiber-
stellt.

Kénnt ihr einen Zusammenhang zwischen der gegebenen Funktion und der ,Formel fiir den Differen-
tialquotienten entdecken?

x3 3x2

+ .

Diese Untersuchung wird nun exemplarisch mit der Funktion f(x) = — Y 2

Fiige in einer weiteren Spalte das ausmultiplizierte Er- 1ot Setup|cEl 1 Hebuer a1 Ut [sF At

. DATH s, af-ax|ls.af 1=, af <axlexpandi..
gebnis aus €8 oder c10 an. o= = 15

T [-.Srobk.|. O7o0#L. . 3700%.| - 37o0..

2 [LE7o0k.[. O150#L.| -, S50k . 3P0,

3 [C.3ro0*.[.0D30%L. | -, SPS0F. | . 3P0

: . o di O T = i s =

Kopiere den Inhalt von Zelle r10c1l iiber [¢] [C]indie |5 il it s o

: : : : T. L P o L ...

Zwischenablage und dann im Home Screen wieder mit E it e S

(¢] [V]in die Eingabezeile. cli=expand{clld

FAIN EAD AUTO FUHC

w -, 375 % + 1. 5000000000375 -+ - 7. 50000

|f1 T Fz TrzTru ]’rs]’rsv]’r?‘l
vE Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util(Stat 37542+ 1,500+ - 7. SEEE-11

B S S = = v T Smreamti s e A A—
7 |.3Co0%.]. OODEHL. | -, ST50%. -, 3750

S5 [ Er50%.], 0001+ . T7o0k. . 3ol

§  |esiit s AR e orolkl m 3730y | Auf dlteren T/-Modellen 148t sich der Zelleninhalt nicht
5 [eSipt . olRRE. e aroib L 3030y | mit Copy & Paste iibertragen. In diesem Fall wechsle in
10 [-.3750%. |3, B400E. . T7o0+.

Eribeile 37t xt3:1 CO0DDD03E. den Home Screen und hole dir mit analysis[11][10]
HAIN RAD AUTD FIINE das 10. Element der 11. Spalte her.

Beschreibe auch die ,,letzten” Elemente in den Spalten c4 und €6 — wiederhole dabei die Stetigkeits-
untersuchung. Wechsle auch immer wieder die Nullfolgen in Spalte c2.

Der letzte Teil der Formel fiir den Differenzenquotienten (— 7.5 * 10"") ist so klein, dass man ihn
vernachléssigen darf. Wie heifit dann das Ergebnis?

Und wie sieht das in DERIVE aus? Natiirlich genauso!
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x 3-x
F{x) = — o +

n
ERPAND{Aiff _sh{f{x}. x. 8.1 . 17, 28, 1))

fx CF (xB+Ax)—F (B3 ) r8x (F (xB)—F {xB-Ax) ) Ax

-19? 2 -28 2 -28
18 - B35 -x + 1.4%-x + 7.49-18 - B8.375-x +1.5-x - ?7.5-18

-2a 2 -21 2 -21
18 - B35 -x +1.4%-x + 7.47-18 - B8.375-x +1.5-x - 7.5-18

Schiulerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):
Suche fiir die dir bekannten Funktionstypen allfdllige Formeln fiir den Differentialquotienten!

Winkelfunktionen, Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, einfache zusammengesetzte Funktionen,
Wurzelfunktion, gebrochen rationale Funktionen, .....

Einige Beispiele: Wir suchen ndherungsweise den Differentialquotienten fiir f{x) = sin x

|’F1 T Fz TF3TF'1 ]’rs]’rsv]’r?*l
vﬂ Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util[Stat

I’Fi T Fer Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

DATH  albl—ei Finlb—ax s, af rse et en
cS cE o cg
t—. 0039, |sintt—. . |sintt+. . |256. DO,

=
L= 009 [sintt—. Jsindt+. . |S12. GO0,
t—.OOEg. |sintt—.. |sintt+...

R ) O

BricB=1024.%{(sindt+?. 7656325

HMAIN FAD AUTO FUMC

Wie lautet das Ergebnis?

1024, (=inCt + 9. PESEZSE -4 — zinc k)]
1624, BEBEEE (sinct + BEASFTI - sindty)
® tExpand( 1024, -[sinft + 9. PESE25E -4) — sith
1. OCOEEEE - cosihy — DEOE4E5 - sinct)

tExpandtans{1>>

[ALIL] EAD AUTO

FUHC 2/Z0

Mit DERIVE gibt’s anfanglich Schwierigkeiten, da die Genauigkeit erhoht werden muss:

n
#58: diff sh{SIMN{x), x. A.1 . 8. 18, 1}

fx CF B0 —F (@) )0 (FCxB)Y—F (aB—Bc 3 ) 00 ]
-8
18 a a
#59: -2
18 a a
-1A
| 18 a a
#68: PrecizionDigits == 48
#61: MotationDigits == &b
fix CF OB +hx—F (B ) B CF (B —F (BB ) B
i@ B_.999999 -8IM{x + 1.57879 — B.92992999 -SIH{x — 1.57879)
#He2: -2
18 B_999999 -8IM{x + 1.578793 — @.7297997 -SIN{x — 1.5787%)
-1A
| 18 B_999999 -8IM{x + 1.57879 — B.999999 -SIH{x — 1.57879) |

Wer kennt 1,57079?? Wozu ist sin(x + ©/2) dquivalent?
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Jetzt kommt das Ergebnis noch deutlicher heraus!

#63: Trigonometry == Expand

Bix (£ (@+8)—F (xB) ) /Bx

- -9
16 @.999999 -COS(x) — 4.99999-18 -SIN{x)

#64: -9 -10
10 @.999999 -COS(x) — 4.99999-18  -SIN{x)

-10 -11
| 10 @.999999 -COS{x) — 4.99999-18  -SIN{x}

(£ (x@)—F (xB-8x)}/Bx
-9

B.9299999 -COS{x} + 4.99992-18 -SIN{x}

A.9299999 -COS{x) + 4.99999-18 -SIMN{x)

-11
B.299999 -COS{x} + 4.99979-18 -SIN{xY} |

Man verwendet hier sehr sinnvoll ein Grundprinzip der numerischen und angewandten Mathematik,
nédmlich zu kleine ,,Anhingsel”“ ganz einfach wegzulassen, um zu einem brauchbaren Ergebnis zu
gelangen.

Hier werden doch einige mathematische Kenntnisse verlangt, die iiber das Manipulieren mit Doppel-
briichen und Additionstheorem hinausgehen. Aulerdem macht es Sinn, zu erkennen, dass nicht fiir alle
Funktionstypen so einfach der Differentialquotient ,,bestimmt* werden kann.

. . . . . . 1 Fz Fz F4 [ FBr F7
Ein letztes kleines Beispiel zur Vorbereitung auf die Ket- 10t Setup|cel 1 Hesner [ca1: Uk T [sHat,

. 3x DATA [l = fowl—axdtrs. of [T
tenregel mit fix) =e. 5 cE c7 S

- 0EEe. . 928350, . 01 1FeR. |3, 01 Fad..
- 0013994158, | QOSEFY.| 3. D230,
(e C M MEERCREN MR

R ) [

BricH=3.004398825881 6 ¥ (%D
UHC

HMAlMN ERD AUTO F

Es soll nochmals klar ausgesprochen werden, dass mit dieser Vorgangsweise keineswegs die strengen
mathematischen Herleitungen umgangen werden sollen. Aber Untersuchungen wie diese helfen doch
weitgehend, dann die abstrakten Uberlegungen durch sehr konkrete Erfahrungen verstindlicher zu
machen.

Dabei kann die Reihenfolge des Vorgehens durchaus unterschiedlich sein. Ich habe gute Erfahrungen
in beiden Richtungen: numerisch-graphisch beginnen und dann analytisch exaktifizieren, aber es laf3t
sich auch gut analytisch beginnen und numerisch-graphisch begleitet, analytisch fortsetzen. Man kann
auch zuerst analytisch durcharbeiten und dann auf der anderen Ebene die Inhalte verdeutlichen und
vertiefen. Wie fast iiberall in der Schulmathematik liegt auch hier der Erfolg im geschickten Wechsel
der Darstellungsformen, der der jeweiligen unterrichtlichen Situation angepasst werden muss.

Wenn wir nun den symbolischen Taschenrechner, DERIVE oder irgend ein anderes CAS einsetzen
konnen, dann 14t sich ohne allzuviel Aufwand ein weiteres Ziel anstreben, das man ohne diese Hilfs-
mittel wohl nur schwer in der Sekundarstufe II erreichen kann. (Natiirlich, Rezepte lassen sich immer
angeben, aber ob das wohl das Richtige ist?)
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7 Die Kriimmung in der Datentabelle

Es ist sicher eine Herausforderung, noch einen Schritt weiter
zu gehen, und auch das Kriimmungsverhalten eines Graphen

auf diese Art und Weise zu untersuchen. Man beginnt mit

einer Variante des klassischen Zugangs, der ja zwei benach-

MAIN RAD AFFRON FUMC

barte Kurvennormale zusammenriicken 14t, und dabei beo-
bachtet, ob es eine Grenzlage des Schnittpunkts dieser beiden Geraden gibt. Da uns aber die Differen-
tialrechnung noch immer nicht zur Verfiigung steht, konnen wir auch keine sichere Aussage liber die
Kurvennormale machen.

Wir wollen die Ax — Anndherung und das bereits aufgebaute Datenblatt weiterverwenden. Unsere
Aufgabe soll also darin bestehen, den Kriimmungskreis an den Stellen xo = 0, xo = 1, und spéter viel-
leicht wieder ganz allgemein fiir x, = ¢ finden.

Dazu Zweck fixieren wir drei Punkte am Graphen (xo-Ax, fxo-Ax)), (xo,f{x0)) und (x¢+Ax, fxe+Ax)) und
suchen den Umkreis des entstehenden Dreiecks. In der obigen Abbildung ist xo = 0. Wenn nun Ax
gegen 0 geht, dann hat der Kreis immer noch drei Punkte mit der Kurve gemeinsam. Der ,letzte*
dieser Kreise ist dann der gesuchte ,, Kriimmungskreis*.

Wir stellen die Fragen: Wo liegt der Mittelpunkt dieses Kreises? Wie grof ist sein Radius?

Der Mittelpunkt ist als Umkreismittelpunkt die Grenzlage des Schnittpunktes von zwei Streckensym-
metralen. Damit erweitern wir wieder unser Datenblatt. Nun niitzen wir aber die ,,power* eines Com-
puter Algebra Systems und definieren zuerst eine Funktion pbi (x0,h,x) fiir die Streckensymmetrale
(= perpendicular bisector) zwischen den beiden Punkten [(xo,f(x0)), (xoth, fixoth))] und wir suchen die
x-Koordinate des Schnittpunkts von pbi(x0,h,x) mit pbi(x0,-h,x). Das Resultat speichern wir
als xco(x0,h). Die Abbildung zeigt die beiden Streckensymmetralen (/% ist d4quivalent zu Ax).

Schiulerauftrag:
Wie lautet die Gleichung fiir die Streckensymmetrale zwischen zwei Punkten (x4, y1) und (xo, y2)?

Forme die Gleichung so um, dass die allgemeinen Ausdriicke von oben verwendet werden und (iber-
priife die Formel mit zumindest zwei Punktepaaren.

Berechne den Schnittpunkt der Streckensymmetralen fiir x, = 0 und h = 1, bzw, h = -1 und dann noch
fiir xo =5 und h = 0,5, bzw. h =-0,5.

= T ah/ (F(x0+h) -F(x0))* (x-(2*x0+h)/2)+(F(x0)+
17 Fz Fz. |F4 [F5 FET 1.
|;L{|:T_s En:u:nmlEmt, ~ ALl |S‘Lule RS T ] F(x0+h))/2»pbi (x0,h,x)
Flaot 18l Owelmcz
,E,F%E . 3-4><2 zeros(pbi (x0,h,x)-pbi (x0,2h,x),x)[1]
vu2=pbi(l, 2, )
“§§:Pb1<ﬂ= 2a ans(1) » xco(x0,h)
aa
g —X"3/8+3*x72/4 » F(X)
uhb Cx )=
MAIM FRAD AFFROR FUHC

Diese drei Funktionen fiithren zur graphischen Darstellung am Beginn des Abschnitts.

Dann wechseln wir wieder in den Data/Matr ix Editor und fiigen zwei weitere Spalten 12 und
€13 an, in denen wir hoffentlich die Koordinaten der Mittelpunkte unserer Kreisfolge verfolgen kon-
nen.
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T Tz T i T TR ]’ FE T rs_vT r:-_] Im Header von Spalte c12 steht nun

= f—|[Flaot. Setup|Cell[Header|Calc|Util|Stat .
Th 1=, af.|expan..|=C0 gco radius cl2=xco (Cl [1] 5 C2) und daneben ist

cli cll clz cl3 cldg -

T [-.906 |- 406 [.008 [.761 [.761 cl3=pbi(cl[1l],c2,cl2).
2 [F385[-.19%5 [.op5 |9 [.&90
T [moe [-.w9e o0l |.ers [.673 . . .
4 [C.047 [~.047 |S.2e 4. 668 [.665 In c14 werden die Radien der entstehenden Kreise ausge-
5 [ozd [-.0%d [B.1c-5].667 [.E67 e . .
& [.0iZ [-.012 [2.0e-5[.667 [.EG7 geben. Das sind jeweils die Abstinde vom Mittelpunkt zu
7 [-.ope [-.o0e [S.1c-6.667 ) )
Br7cld-.6b666R955490846 einem der Kurvenpunkte. Alle Werte in den Spalten c12,
HMAIN FAD AFFRON FUMWC

c13 und c14 scheinen sich bei (0, 2/3, 2/3) ,,zu treffen®!.
Tabelle fiir xo=0 (c1[1] = 0)

1 5 B TrsTru Trs TrsvTr?]
va FPlot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

DATA =.af . |expan..|=C0 g radius
cii cil cld cl3 cl4
5 Sl.edef-1.8401 . 2374111734, 2ed8
& -1.857°-1.8571.2371[1.1179]4. 2648
T -l.866(-1.866]1.23F0(1. 11804, 2648
g -l.87if-1.8F11.23Fafl.1180]4. 2648
El -1.873[-1.8F31.23Fa[1. 11814, 2ad8
g |-1.874[-1.87F4]1.2370[1.1180]4. 2642 / \
1 I
Briicid=
MAIN FAD AFFROR FUHL MAIN FAD AFFROR FUNE

Tabelle fiir xo =15 (mit cL[1] = 5) und der zugehorige Graph mit den approximierenden Kreisen.

Schilerauftrag:
Wo diirfte der Kriimmungsmittelpunkt fiir den Scheitel einer quadratischen Parabel liegen?

Bestimme die Kriimmungskreise in den Scheiteln einer Ellipse. Suche die entsprechenden Formeln in
geeigneten Unterlagen und vergleiche die Ergebnisse. Wie kann man die Krimmungsmittelpunkte in
den Scheiteln einer Ellipse konstruieren?

Beatnworte die obigen Fragen auch fiir die reelen Scheitel einer Hyperbel.

8 Noch eine Verallgemeinerung

Fiir die Verallgemeinerung ist es ratsam, die Tabelle auf dem 77 auf das Notwendigste zu reduzieren,
da sonst Speicherprobleme auftreten konnen. D.h., man wird ein neues Datenblatt erdffnen, in dem nur
4 Spalten vorzukommen brauchen. Die Rechnung wird beschleunigt, indem man die ,,Folge* so kon-
zipiert, dass nur ihre letzten Elemente oder iiberhaupt nur das letzte Element angezeigt wird.

1 Fz Fx Fu4 FE Faw F7 1 Fewr Fiw Fyw F& Faw

va Flot Setuplcell Header|Calc UtillStat va Alaebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up
DATH [ 3 =L [RTHIN] c 49%9

cl 3 cd 2 40 4

I 171068 | -c27000.] 207997 T-z.oggg _ - OVEIbT+ . PE3L-LT - 1. 9620
Z . cxpan d[ -20799760001 2000000t -,
1 4EOEOEREEE [+ — 2]
5 __4.3333 43 42
A T == oo 312542+ 1.2750 - . FSE0k
7 ® OrawParm xt,ut, -10, 10, .1 DOone
c2=seqil /02 _n 10102 drawparm xt . wt, - 1010, .1
AN RAD EXACT FUMC AN RAD EXACT FUMC 720

oder setze c2[1] = 1/10000 .....
(Ein Tipp: Bei mehrmaligem Wechsel zwischen Data/Matr i x Editor und Home Screen sollte man

besser iiber (¢] [FJAuto Calculation OFf schalten, da sonst immer wieder zeitaufwendig neu
gerechnet wird).

Was haben wir nun erreicht? In den letzten Zellen der Spalten fiir XCo und yco ergeben sich allge-
meine Ausdriicke, in denen die Koordinaten der Kreismittelpunkte in Abhéngigkeit von der gewahlten
Stelle ¢ beschrieben werden. Das ist der klassische Fall fiir die Parameterdarstellung ciner Kurve.
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Die Zellinhalte werden in den Home Screen kopiert und unter Variablennamen, zB. xt und yt ge-
speichert. Mit der DrawParm — Anweisung und geeigneten Argumenten erreicht man sofort die gra-
phische Darstellung dieser Kurve.

Damit haben wir die Ortslinie der Kriimmungskreismittelpunkte zumindest ndherungsweise gefunden.
Diese Kurve nennt man ,,Evolute®.

Schilerauftrag:

Untersuche das Verhalten dieser Kurve an der Stelle
t = 2. Warum gibt’s hier Schwierigkeiten?

MAIN FAD AFFEON FUMC

Es sollte eine Herausforderung fiir die Schiiler sein, die Polstelle

dieser Kurve zu untersuchen und dann die offensichtlich bestehende I":Tlﬂ_ég-i“ S— 1? S—
schiefe Asymptote zu finden. Auch ohne schon vorher einen ,,Wen- g %:%ii:: EE;::

depunkt* erwdhnt zu haben kann man ihnen die Chance geben, ei- ; g:gggz:gggx:

nen Kurvenpunkt ohne Kriimmung eigensténdig zu erkennen — und ?E‘ g:gggz: Eg;:i

damit die Tatsache, dass die gesuchte Asymptote die Normale auf |11 |
die Tangente in diesem Punkt sein muss. cb= 1PTY a—

Und hier endet auch der erste Teil unserer Reise. Wir haben mit der Untersuchung von Unstetigkeits-
stellen begonnen. unter ihnen eine ,,Polstelle” entdeckt und wir schlieBen hier mit der Entdeckung
einer anderen Polstelle. Ich glaube, dass wir eine interessante Reise in das Reich der Analysis unter-
nommen haben.

Unser letztes Ziel haben wir allerdings noch nicht erreicht. Jetzt konnte man ansetzen, um mit Grenz-
wertiiberlegungen alle unsere numerischen und graphischen Erkenntnisse zu exaktifizieren und damit
erst richtig zu begiinden und zu bestitigen.

Schileraufgaben:

Bestimme die Evoluten von bekannten Kurven wie Parabel, Ellipse, Winkelfunktionen, Exponential-
funktion,....?

Ein groReres Projekt ist:

Nimm an, dass die gegebene Funktion in Parameterdarstellung vorliegt. p(t) = [x(t), y(t)]. Bestimme
nun die Evolute dieser Kurve. Starte mit p(t) = [t, - 3/8 + 3t*/4] um die Vorgangsweise zu bestétigen.

Suche beriihmte Kurven der Mathematik und suche deren Evoluten (Zykloide, Cissoide, ....)
Beginne mit einer Parabel und bestimme deren Evolute der Evolute.

Arbeite wieder mit verschiedenen Folgen, auch mit der Zufallsfolge.

Dieser Teil wurde nun durchgéingig mit dem 77 bearbeitet. Im folgenden sollen einige Bildschirmaus-
schnitte zeigen, wie einfach es ist, seine Ideen von einer Plattform auf die andere zu {ibertragen. Natiir-
lich bietet der Schirm eines PC zusammen mit einer farbigen Darstellung noch eindrucksvollere Er-
gebnisse.
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And subsequently a sequence of circles passing the paint triples.

2 2 2
#95: UECTOR{{x—xn} +{y-vyn} =|[xn.yn]]| .n.1.5}

TABLE{ [»n. yn]. n, 5. 25, 5}
5 A.88325 @.681
18 @.888828 @A.67
15 @.888367 B.668
28 @.ABBZA8 B.667

25 @8.88A133 B.667

Zuerst zeigen wir eine Folge von Kreisen, die sich fiir die Stelle x, in eine Grenzlage zusammenzie-
hen. Die Tabelle kommt sicherlich bekannt vor. Unten wird die Stelle xo = 5 angesprochen.

YWhich is the circle of curvature for x0 = 5.

#186: UECTOR{ [xBn{E,B.5n),.an{E,B.En},an{S,B.Sn}],n.B,iﬁ)
1.23 1.11 4.26

#187: 1.23 1.11 4.26
1.23 1.11 4.26

2 2 2
#188: (x-1.23) +(y-1.11) =4.26

2 3 4 7 5‘\ 7
Und dann noch die omindse Stelle x, = 2, an der die schon betrachteten Probleme auftreten.

Mowy for x0 = 2:

#18?: UECTOR{ [xﬂn{2,B.En),yﬂn{2,ﬁ.5n),rﬂn(2.B.En)],n.ﬂ,lﬂ}

Surprisingly problems are occuring 7?7977 We leave this question open for the moment and proceed to a general place t:

R a//;a/+ -
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Man erkennt, dass benachbarte pbis fast parallel sind. Die ,,allerletzte” Streckensymmetrale wird die
Richtung zum unendlich fernen Punkt zeigen.

One can recognize that neighbouring pbis are parallel. The "very last" pbi will have the direction to a point in infinity:

1
EXZPAND |UECTOR| |pbi|2,—||-n.18.58.,.18
#125: 2
n

3.34-B.666 -x
3.33-B.666 -x
#126: 3.33-B.666 -x
3.33-B.666 -x

3.33-0.666 -x

The result is very clear: y = (10 - 2x)/3

18-2 -x
#127:
3

Die Schar der gezeichnetenKreisra-
dien ergibt ein hiibsches Muster und
148t deutlich erkennen, dass die Evo-
lute die Einhiillende der Kurvennor-
malen darstellt.

/)
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Schileraufgaben:

Erzeuge solche Fadengrafiken nach
eigenen Vorstellungen, indem Du
passende Grundfunktionen suchst.
Auch stiickweise definierte Funktio-
nen eignen sich gut dazu.

Zum Abschluss stellen wir in einer Grafik den Graphen der Funktion, des Kriimmungsradius und des-
sen Kehrwert, der Kriimmung, in Abhéngigkeit von der Stelle x dar. Die gegenseitigen Abhéngigkei-
ten konnen hier sehr deutlich erkannt werden.

der Krimmungsradius

die Funktion

die Krimmung
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9 Und noch eine Sprungstelle

Im Titel dieses Papiers wird ein ,,Zielsprung” versprochen. Wir werden nun versuchen, auch bei der
Kriimmung eine Sprungstelle zu entdecken, bzw. zu provozieren. Dazu soll eine andere Funktion, die

abschnittsweise definiert wird, dienen. 2
——2x+3 for x<2
Da die Vorgangsweise auf dem 77 einige “Tricks” erfor- fx) =47
dert”beginnen wir mit der DERIVE - Durchfiihrung. r X, 3 clse
8 2 2
Fix) ==
If = £ 2

x"2,2 — 2-x + 3
28 — w2+ 32

Die definierte Funktion circles arbeitet dhnlich wie die VECTOR-funktion in Ausdruck #106 von
vorhin und liefert ein deutliches Ergebnis! Der Kreis kann gezeichnet werden.

n
#168: circles{2, 8.5 . 18. 15, 1}

[ 2.8882 2.6 1.6
2.0881 2.6 1.6
2 2.6 1.6
#i69:
2 2.6 1.6
2 2.6 1.6
2 2.6 1.6

2 2
#178: (x — 23 + {y — 2.6} =1.6

Dieses Resultat kann nicht befriedigen!

Wir miissen auch hier zwischen einer rechts- und
linksseitigen Annéherung unterscheiden:

Der rechtsseitige Kreis wird bestimmt durch drei
Punkte auf dem Graphen mit den Argumenten x,,
Xxotu und xotu/2 und u > 0. Sein Mittelpunkt ist
wieder der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks, und
damit der Schnittpunkt von zwei der drei Strecken-
symmetralen.

Dementsprechend ist der linksseitige Kreis definiert
durch die Kurvenpunkte mit den Argumenten Xx,,

Xo-u und xo-u/2.
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Die Abbildung zeigt den moglichen Be-
ginn einer Anndherung von links an die
Stelle xo = 0. Eingezeichnet sind zwei
Streckensymmetralen und deren Schnitt-
punkt.

Uber xcol (x0,u) und ycol (x0,u) definieren wir die Mittelpunktskoordinaten dieses Kreises
und hoffen wiederum auf ein Paar von stabilen Zahlen, wenn wir nur das u = Ax eine Nullfolge durch-
laufen lassen. Die pbi-Funktion leistet dabei gute Dienste.

u
weol{xB, u) == [EOLUTIONE[phi{xE, -u}y = phi[xﬂ, - ———], x]]
#179: 2 .

#188: ycol{xB, u} = phi{xA, —u, xcol{xB. ud)}
#181: rBnl{xA, u} == |[xB, F{xB}] — [xcol{xB, ul}, ycol{xB, ud]l|

n n n
#182: UEGTOR{[xcul{Z, A.5 ). yocol{2, B.5 }, vBnl{2, 8.5 }], n., 8, 18}

Und wie wir sehen, hoffen wir nicht vergeblich, allerdings mit einem deutlich anderen Ergebnis als
vorhin:

[ 2.8937 2.4375% 1.4485 ]
2.8117 2.1893 1.1894
2.8014 2.8273 1.8273
2.9081 2.8868 1.6068
2 2.8017 1.86817
#i183: 2 2.8084 1.08004
2 2.8081 1 .8801
2 2 1
2 2 1
2 2 1
2 2 1
#i184: ( 2}2 + 2}2 1
T {x - y - =
T

So sieht der ,,Fast-Kriimmungskreis” an der Stelle
Xo = 2 bei Anndherung von links aus. Die gleiche
Vorgangsweise kann auch von rechts vorgenommen

werden, wie der ndchste Ausdruck zeigt.




#185:
#186:
#18°7:

#188:

#1892:

#i190:

xcor{x@,
yocordx@A,
rAnr{xA,.

n n
UECTOR([XCDP{E, 8.5 ). vcor{2. B.5 ).

2 2
(x -2 + (y -5}

w}
ul)
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= xcol{xB, —u)
= phi{xB. u, xcor{xB. ul)
uy == |[xB, £{xB)] — [xcor{xB, u). ycor{x@,. u)]]|

n
rBnr{2, BA.5 }]. n. 7. 18}

1.99999 5.8A0808 4.6886808
1.99999 L.80808 4.008008
1.99999 5.8908080 4.08008
1.99999? 5.80808 4.886808

2
4
Das fithrt nun zu einem anderen Kreis.

Wir miissen daher zur Kenntnis nehmen, dass es an dieser
Stelle — an der die beiden Teilgraphen stetig und differen-
zierbar — aneinander stofen, keinen eindeutigen Kriim-
mungskreis besitzen. Spater wird die Differentialrechnung
dafiir die Begriindung liefern.

Wir definieren die Funktion circles both, die uns die
Daten aus beiden Anndherungen {ibersichtlich in einer
Tabelle zusammenstellt.

-3

#197:

-2 -1

circles_hoth|2,

2
2
#198: 2
2
2
2

Damit sind vorerst unsere Ergebnisse von vorhin bestatigt. Wie sieht es aber an einer anderen Stelle

x—left

-BEBB0AAY 3
-BEBB06AA31
.B0B06A1 2
- BOEBAREAS
-BEBBRAEA2
-BaB0BEA1

aus, etwa fiir xo = 0.5.

#217: civrcles_hoth|—,
2

#218:

y—left
2 .88884375
2.8886210928
2.888811388
2 . IABBR66 75
2 .8098P8416'7
2 .088882734

radius—left x—right y—right radius—right
1.98884375 1.999999994 L._BBRO1G@937 4.000018937
1.90068218%98 1.999999998 L.0AE@AR5274  4.000005274
1.9860811388 1.999999997 L.006802847 4.000082847
1.988086675 1.999999999 5.000AA1668 4.000PR1668
1.900084167 1.999999997 5.A08AA10A41 4.980801 841
1.906068682734 1.9999929999 L._000ABE6G6E3 4. 0008PR0G6E 3

n
A1, 12, 15, 1

[ x—left y—left radius—left x—right
£.37%88 5.37584 5.859@82 5.37499
5.37588 5.37586 5.859@82 5.3749%
5.37588 5.375806 5.8597@2 5.37497%

| 5.37588 5.375680 5.859@2 5.37499

y—right
5.37499
5.37499
5.37499
5.37499

Fiir xo = 0.5 gibt es offensichtlich einen eindeutig bestimmten Kriimmungskreis.

radius—right ]

5.85982
5.85982
5.85782
5.859@82
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Natiirlich wird wieder mit x, = ¢ verallgemeinert, um die Ortslinie der Kreismittelpunkte zu finden.

Machen wir das ganz einfach mit einem flotten ,,Einzeiler — indem wir ein sehr kleines letztes

u = Ax wihlen und sofort zum Zeichnen dieser Parameterdarstellung wechseln.

#H284: [xﬂn [t

N

E |

-4 -3 -2 -1 1

3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 13

Wenn Du einmal einen so richtig ,,schonen” mathematischen Ausdruck bewundern willst, dann ,,ver-

einfache” den Term #204!

Die Evolute zeigt — und nun nicht mehr iiberraschend — eine Unstetigkeitsstelle, und zwar eine

Sprungstelle. So haben wir endlich doch unser zweites Ziel, wieder eine Sprungstelle (von zweifellos

hoéherer Qualitit) erreicht. Aber nun miissen wir dieses Ziel auch noch mit unserem ,,Taschenfahr-

zeug™, dem TI-92 anpeilen.

Wenn man versucht, die Vorgangsweise von eben in ein Data-Blatt zu iibernehmen, treten unerwarte-

te Schwierigkeiten auf. Der 77 behandelt ndmlich Listen als Argumente von abschnittsweise definier-
ten Funktionen im Data/Matri x-Editor nicht in der erwarteten Weise.

|’F1 T Fev Trzv]’ruv]’ FE T FE T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

" xcol(d, 120 %
mxcol(Z,w|u=1-2 %
®col(2, u)|u= {1-23 {%}
®ucoli2, ud|u= {1-23[1] %

xcold2, udlu={1-23[11]]

HMAIN FAD ERACT FUMC 27/ %0

Betrachte die merkwiirdigen Ergebnisse im linken Bild.
Die Funktion Xcol (X0,u) macht einen Unterschied in
der Verarbeitung des u = 1/2 abhingig davon ob 1/2 Ele-
ment einer Liste ist oder nicht. Damit ist aber auch Kklar,
dass man mit Listen in diesem Fall keine richtigen Ergeb-
nisse erwarten kann.
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Ich bat David Stoutemyer — er implementierte das CAS in den 77 — und ich bekam umgehend zwei
Antworten, die ich im Original zitiere.

Dear Josef,
I have verified the behavior that you observed and eliminated several possible causes, but it will
take me awhile to identify the cause.

Thanks for sending the example. We always want to know about such things.

-- aloha, David

...und einige Stunden spéter fand ich noch eine Nachricht in meinem elektronischenBriefkasten:

Hi Josef,
The cause of the behavior is:

a) DERIVE simplifies expressions such as [-1, 0] <=0 to [-1 <=0, 0 <= 0], which simplifies
to [true, true] when it is the predicate of a DERIVE IF statement; whereas

b) the TI-89 and TI-92+ simplify expressions such as {-1, 0} <= 0 to false, so the WHEN
statement takes the x"2 branch rather than the x"2/8 branch.

In this case the DERIVE approach is more useful. However, there are cases where it is impor-
tant to decide that a list is never comparable to a scalar -- particularly in programming applica-
tions.

To do this application for lists, you could write a multi-line function that iterates the existing
xcol(...) over the elements of a list.

I hope this helps.

Wie man sich aber leicht vorstellen kann, wollte ich meine Reise zur zweiten Sprungstelle auf dem
Data-Matrix-Editor vollenden und nicht auf einmal die Methode wechseln. Und dann fand ich doch
zwei Moglichkeiten, die ich gerne vorzeigen mdochte.

F:ETHI el elother PronIolclern Upﬁ Ich empfehle, die abschnittsweise definierte Funktion mit
Hilfe zweier Hilfsfunktionen f1 und f2 zu definieren,

n M Tow+ 3 Ff1 ] . . . o
22 . G "™ weil wir diese spiter brauchen werden.
-x? —% + 302 3 P20 Done
G SFLs, 2 Fliw, =22
f2lx) else 2=y, else
B )+ glcen Dore
Elxdrgl (x| vy 1 .
HAIN RHD ERACT FUNC 30750 Sehr dhnlich dem DERIVE Ausdruck #179 erhalten wir

W dann xcol (XO 5 u) — wobei man nur den linken Teil der
* f=|Algebra|Calc|Other[Franld|Clean Up

angebotenen Losung nimmt.

L] snlue[pbi(xﬂ T ] pbi[xﬂ,%, x] B x]

—Wmﬂrs—vm
o 1 ¥ - E Flot. Setup|Cell[Header|Calc|Util [Stat
(F(xlﬂ—u)-f‘(xﬂ))'[f‘[xlﬂ— L TR radius lxcol col

4 [ets] [y
TlxD—w T xO ) *urxcolix0. u> 249,320 |Te45131. 515256 13564
MAIN RO ERACT FUNE 1,30 -

EESC25E Sl 43T 4E30-20. 519258

il N S Lo sl W T e T
OES3 4 (Sl C1ve. 262147 |8199-40..
213009, | OrEEes. [2a97155 [32FFaC1.
1vaEev- | [e1am S 167 el 131073
SAUTEER. [ 25825 13421 77 [S24295 ..
chb=seqlxcol{cil1] c2[kI> Kk 1..

FAIN EAD EHACT FLUNC

Tou—4-=0)
L |

=T B G B

Um nun die oben angesprochenen Berechnungsprobleme zu tiberwinden, werden wir die Listen nicht
im Ganzen verarbeiten, sondern Zelle fiir Zelle. Wir sprechen jede Zelle einzeln an, indem wir in jeder
Spalte die seq-Funktion sinnvoll einsetzen. Weil hier auch wegen interner Rundungsalgorithmen
Fehler auftreten konnen, empfehle ich, im EXACT-Mode zu arbeiten.
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Die definierenden Kopfzellen (Headers) fiir die Spalten ¢6, ¢c7, ¢8 und c9 lauten dann:

c6 (xcol =

x-Koordinate des Kreismittelpunkts bei linksseitiger Anndherung:

seq(xcol(c1[1],c2[K]),k,1,10)

c7 (ycol):
c8 (xcor):

(
seq (
c9 (ycor): (

1 Fz B & FE FE™ |_F7

- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util[Stat
wool gcol HoOk

cE =l cE
Z2H9F155, | 32PYS-1. 3355442,
Evrrr2l. (131079 [2624354..
342177 (524295 (2147483,
073741, [2B97159. |1F1FIZE...
2589934 [23285615. |137°4389...
6871947, (3355443, 1099511..

Bri0c9=335544327-671 08864

HMAIN FAD ERACT FUMC

I2VEEVS
131727,
2242887
2097152,
ERETETEEN

I’Fi T Fev Tr3vT ruv‘l’ FS T FE T]
vﬂ Algebra|Calc{0ther|Prgmld{Clean Up

B curwat[3]

JOOZ2344  2,001172  Z.000586 Z2.000293F
B curwat[4]

JEOO01E  2,6000E03  Z.s00001 2, SEEE0EF
= curwat[6]

JEUODOEE 2, Q00000 Z.E00000 2, QEEOCE
B cyrwat[F]

AHOOOZY 2. 000007 2. 000082 2. COEOCE

curvatl B[l

HMAlN EAD EXACT FUMC 14/%0

seq(pbi(c1[1],-c2[k],c6[k]),k,1,18)
xcol(c1[1],-c2[k]),k,1,10)
seq(pbi(c1[1],c2[k],c8[k]),k,1,10)

Die Spalten 3 und 4 (xco and yco) kéonnen dementspre-
chend angepasst werden.

Um die Ergebnisse schlieBlich als Dezimalzahlen zu sehen
wechsle in den Home Screen, rufe die Listen -wie unten
gezeigt - auf und approximiere dann die Spalten aus dem
Datenblatt, dem ich bei seiner Er6ffnung die Bezeichnung
curvat gegeben hatte.

I‘Fi T Fev ‘I’rsv‘l’ruv]’ FE T FE™ T ]
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Up
B cyruat[6]

JOODEEE 2, 000000 Z.000000 2. Q00
B cyruat[F]

JUONEZT 2, 000007 Z.00000Z2 2. QRS0
curwat[8]

4o 1993959
mcyruat[9]

AODEEF 5. 000002 5.000000 5. CEEDE0E

curvat[?]
FMAIN

1.999999 2 00000  2)p

EAD EHACT FUMC 1630

Wir finden die gleichen Werte wie bei der DERIVE Prozedur. Leider funktioniert aber die letzte Ver-
allgemeinerung noch immer nicht. ¢ 14t sich nicht erfolgreich in c1[1] einsetzen. So kommen wir
also nicht an die Parameterdarstellung der Evolute. Noch eine Idee ist gefragt!

Jetzt niitzen wir die Tatsache, dass wir zwei Funktionen vordefiniert haben, ndmlich f1(x) und f2(x),
wobei f1 giiltig fiir x < 2 und 2 giiltig flir x > 2.

Definiere Xcol, ycol und Xco2, yco2 getrennt, indem Du zwei verschiedene Funktionen fiir
die Streckensymmetralen pbi1 und pbi2 erzeugst, — eine fiir f1(x) und die andere fiir f2(x).

Dazu lade pbi in den Program Editor und ersetze erst T durch ¥1 und speichere als pbil. Auf
die gleiche Weise wird durch Ersatz von T durch ¥2 die Funktion pb12 erzeugt.

I’Fi T Fev Tr3vT ruv]’ 3 T FE~ T]
vﬂ Algebra|Calc|{0ther|Pragmld{Clean Up

b

u EDIUE[Pbi 100, ~u, =)= phil[xEl, %, x], x]

2
u
=4{ruxa—m—ruxm}h1hm—?ﬂ -

H

w O —F1 Gl 3 ¥udrxcol Ol wl

HMAlMN EAD EXACT FUMC 21/%0

I‘Fi T FE ]’rs]’ru Trs Trsv]’r?‘l
vﬂ Flot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

DATA | xcol col radius-1

c o3 cS
1 ~32 297155, 327 7S 1. |13+l a5,
2 <6 Errrel J131079- |5+l (281,
3 1128 F42177. 524295, | [C45032..
4 11256 OF3r4]. [2E9F159. S+l 0115,
5 <512 5559934..18358615. [ TC 18446,
& A1024  |[6EF1947. |3355443. (Sl (472
7

cd=phil{cili],."c2.c3>
HAIN KA ERRCT FURC

Der Bildschirm zeigt wie man dann Xco1(x0,u) und
natiirlich auch xco2(x0, u) findet.

Diese beiden Funktionen verwenden wir nun in einem neu-
zu er6ffnenden Data-Blatt curvat?2. Vergleiche nun mit
dem DERIVE Ergebnis von #198.

I‘Fi T Fer TrsvT S T FE T G
vﬂ Algebra|Calc|Other|Prgnld{Clean Up

®curwatZ[5]

{1.000427  1.000187  1.000027  1.000CK
= curwatZ[E6]

{2.0000090 2000000 2,000000 2, 000Ck
B curwatZ[7]

{5.008187 S5.000027 S5.000007 5.000CHK
B curwatZ[8]

ADQOOEF 4, Q00002 4. 000000 4, DEEREGE >

curvatZ[81]

HMAIN KEAD EXACT

FUNC =050
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Jetzt werden wir nochmals versuchen, die allgemeine Stelle x, = ¢ einzusetzen:

|’F1 T Fz TF3TF'1 ]’rs]’rsv]’r?*l
vﬂ Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util[Stat

DATH |.e.>< #ool yoiol radius—1
c3 cd cS

A1EGE0..| -¢Z2ER0.,, | It 202 [T OIR2GE.

1000, -¢I2000.. | 3+t 2.2 [T 10240,

S1E0E0..| -CE2ER0., | 3t 202 (L O1E2E..

R ) O

c2=seqf{i{.1>*n.n B 10

HMAIN FAD ERACT FUMC
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Jetzt haben wir den gewiinschten Erfolg und erhalten Re-
sultate fiir zwei getrennte Ortslinien. Wir {ibertragen die
Zellinhalte in den Home Screen und speichern die appro-
ximierten Werte als Xpl, ypl, Xp2 und yp2. Damit
konnen wir in bereits bewihrter Manier die beiden Aste

der Evolute zeichen (lassen).

Die folgenden Abbildungen sollen die Vorgangsweise illustrieren.

|+ 2|1 gbra(cs te|other [Pram1olc1ean Up|

1EIEIEIEIEI?L 4.000002  4,000000  4.0000003
B axpand] curwat2[ 3]0

¢-t3 + 6. 000000 +2 - 12, 000000 -+ + 10, 2Ck
B gxpand curwat2[3[3] + xpl

-5 + 6.000008 - L2 - 12, 000000 -1 + 10, AEGN
® gxpand] curvat 2[4 [3F] + upl

1.500000  +2 - &, 000000 - t + 5. GO0G0E

expandtcurvatZl 41 >[3]1+upl]
MAIN FAD EXACT FUMC 20/20

rfi T Fev TrgvTruvT FE T T~ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
- 052508 - +5 +  IF5000- 42 -, TSO000- t + 2P

B gxpand curwatZ[Y1I[3] + P2
375000 -2 - 1, 500000 -t + 6. SO0000

ECircle 2.2,1 Dok
BCircle 2,3,4 Dore
B OrawParm xpl.upl. -6.2,.1 Dok
B OrawParm ®p2. P2, 2,6, .1 Doke

2,2,6,..1

FUMC 26/20

drawparm xpZ
MAIM RAD EXACT

I‘Fi T Fev Tr:v]’ F'WT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|O0ther|FrgmId|Clean Up

-47 + 6, BO0A0E- 4 < - 12, DOOEEE- 4 + 16, GO0k

B gxpandcurvat2[413[3] + upl
1. S0QE0E - t2 - G, Q0O0AG - £ + 8. 000060

® gxpand{curvat2[610[3] + xp2
- EIEuEEEIEI-t,3 + ., S?SEIEIEI-L2 - . FSE000 -t + 2k

® gxpandcurvat2[FI[3F] + up2
Rsyg=lololo t2 - 1.500083 -+ + &. 500000

expandtcurvatZl 712031 yp2

HMAIN RAD EWACT FUNC 22,20

AN EAD EXACT FUNC

So haben wir denn endlich unser Ziel — den anderen Sprung — auch mit dem leichteren Fahrzeug, dem

TI1-89 oder T1-92 erreicht.

Die Studenten konnten nun den Eindruck gewonnen haben, dass der Grund fiir diese Unstetigkeit in

der Kriimmung die abschnittsweise Definition der Kurve ist, und dass dieses Phinomen immer an den

Anschlussstellen auftritt. Um diese Vermutung zu stdtigen oder zu widerlegen nehmen wir ein letztes
Beispiel und arbeiten sofort in unserem ausgekliigelten Datenblatt curvat?2.

%—§+— for x<2
@) =1° *,

X x

—_———t— else

24 8 6

Fer &
Zoom|Trace|Regraph|Math|Draw| -

17

HMAIN KEAD EXACT FUNC

Die Ergebnisse sind liberzeugend. Wir erhalten offensichtlich einen eindeutig bestimmten Kriim-

mungskreis fiir die Stelle xo = 2!
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FE 1 Fzr Fzw Fyr F& Fa*
i [Pram IO vﬂ Alasbral|Calc|0ther |PramI0|Clean Up

C2.000E0E 2, 000060 2. 600080 2. 8606 4 bABOGD 4.000002 4.000001 4,000
u cur‘uatE[“r] n cur‘uatZ[En]
" curwat2[5] ® curuat2[ 7]
B curuat2[E] = cuyrwat2[2]

L2.000004 Z.00oooil  Z.000001 2. 000C 4994905  3.996531 3.997533  3.9981831
curvat2[ 8] curvat2[ 81
MAIM RAD EXRACT FUMC &/Z0 AN FAD EXACT FUHC Z0/20

7 Vergleiche die Ergebnisse der Spalten 3,4 und 5 mit denen
der Spalten 6, 7 und 8.

Daher konnen wir auch eine stetige Ortslinie der Mittel-
punkte erwarten!

FiAIN FAD ERACT FURC Ersetze xo =2 durchxo=¢und .....

|‘F1 T FE ]’r:]’ru Trs Trsv]’r?‘l
va Flot Setup[Cell|Header|Calc|dtil|Stat
. ) ) DATA [.:[ a3 wool gcol
.. erzeuge die Parameterform wie vorhin. Lasse an- cl o3 o4

L ~ 10080, - (37000, 3+ 2 B,
10000, (37000, [3#t 728,
10080, - (32000, (34t 728

schlielend die Kurve zeichnen.

SO R L R

c2=seqils10™n. n B, 10>

HMAIN RAD EXACT FUHC

I‘Fi ]’ Fev Trsv]’ i ]’ FE T FE™ ]’ ] 1 Fer
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Up E Zoom|Trace Regr‘aph Math|Oraw|-

M ya-ioio o tz - 1.500080 -+ + &. 530033
® gxpandicurvatZ[61[3] + xpp2

44— os4ssr 7+ Loeveiz 12 + L S5ETELS b
B oxpandlcuruat Z2[FILE] + upp2

4, DE25E0 - Lz
T - 1.o00000 + . 104167 -1 CE1ZSEE LS+
B OrawParm xppl,uppl, 6,2, .1 Dame
dravwparm xpp2 7 2 6.1
AN FAD EHACT FUHC 28/30 MAIM FAD EXACT FUNC

Hier ist die entsprechende DERIVE Grafik.

1 -8 6 -4 -2 2 4 6 8 1@ 1%

Schiileraufgabe:

Versuche eine Evolute mit zwei Sprungstellen zu finden.
Wie sieht die Evolute der MM-Funktion von Seite 8 aus?




Bohm, Von Pol zu Pol 29

10 Abschlieflende Bemerkungen

Ich habe die — fiir mich {iberraschende - Erfahrung gemacht, dass die Schiilerinnen und Schiiler gerne
diesen sehr innermathematischen Gedanken und Uberlegungen folgen. Irgendwie fiihlen sie die Aben-
teuer in ihren Kopfen und werden ein wenig vom Geist der Mathmetik inspiriert.

Ich mdchte mich besonders bei David Bowers bedanken, der in seinem fabelhaften Workshop in San
Francisco auf die vielen pddagogischen und diaktischen Mdoglichkeiten des Data/Matrix Editors
hingewiesen hat.

AuBerdem bin ich einigen Teilnehmern an der 1. T * — Winterakademie (1.-6. Janner 2001,
Spital/Pyhrn, Osterreich) zu groBem Dank verpflichtet. Sie zeigten die Idee der ,,absoluten Adressie-
rung” einer Zelle im Data/Matrix Editor (K.-H. Keunecke, Detlev Kirmse and Manfred Grote).
Dariiber hinaus extra noch meinem Freund K.-H. Keunecke, da mich gerade sein fiir die ICTMT Kla-
genfurt bestimmter Vortrag inspiriert hat, meine urspriinglichen Untersuchungen auf die Krimmung
auszuweiten.

Ich widme dieses Papier unserem Detlev Kirmse und seiner Familie. Detlev hat unmittelbar nach
Heimkunft von der Winterakademie einen Schlaganfall erlitten. Alle Freunde und Kollegen wiinschen
ihm eine baldige vollige Genesung und wir freuen uns auf viele weitere gemeinsame Stunden.

Mit diesem mathematischen Inhalt verbinde ich auerdem schone Erinnerungen an Jim Schultz (Uni-
versity of Ohio). Wihrend seines Besuches in St. Polten war er Zeuge meines ersten Versuches, dieses
mathematische Stoffgebiet so an die Schiiler heranzutragen. Am darauffolgenden Abend hatten wir ein
langes Gespriach — bei einem Wiener Heurigen, versteht sich — iiber die Schiilerreaktionen und die
Vorziige einer graphisch-numerischen Vorbereitung der Grundlagen, auf denen spéter strenge Analy-
tik und Exaktifizierung aufbauen kénnen und sollen. Und schlieBlich muss ich mich auch bei den
Schiilern der 4. Jahrgéinge der BHAK St.Polten im Schuljahr 2000/2001 dafiir bedanken, dass sie so
willig den Spuren ihres neugierigen Lehrers gefolgt sind.

-5 -4 -3~2 -1

-2 -1 i 2 3 4 5 6 7 B 9 18 1

Die diesbeziigliche DERIVE 5 Datei kann beim Autor auf Anfrage erhalten werden. Auch sonstige
Anfragen, Anregungen und Kritik werden gerne entgegengenommen.

—_—
—_— e —

K.-H. Keunecke, Curvature as a Limit, DERIVE Newsletter #41, 2001

Josef B6hm, From Pole to Pole on the Data-Editor, DERIVE Newsletter #41, 2001
David Bowers, The Best of Two Worlds, Lecture on the ICTCM12, San Francisco
Briefwechsel mit Wolfgang Prépper
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